CHUONG V. DUONG TRON

BAI 13. MO PAU VE PUONG TRON.
A. KIEN THUC CO BAN CAN NAM
1. PUONG TRON

Duong tron, diém thugc dwong tron

Ta dinh nghia: Puong tron tim O ban kinh R(R > 0), ki hiéu 1a (O;R), 1a hinh gom tat c4 cac diém cach
diém O mot khoang bang R .

- Khi khong can dé y dén ban kinh ta ki hi¢u duong tron tam O 1a (0).

- Néu 4 1a mot diém cua duong tron (O) thi ta Viét 4 € (0). Khi 0, ta con néi dudng tron (O) di qua
diém

A, hay diém A nam trén duong tron (0).

Nhéin xét

1) Trén Hinh 5.1, ta thiy diém A4 nam trén, diém C nim trong va diém B ndm ngoai dudng tron (O) . Mot

cach tong quat, ta co:

A

A

Hinh 5.1
-Piém M nim trén dudng tron (O;R) néu OM =R ;
-Piém M nam trong dudng tron (O;R) néu OM <R ;
-Piém M nim ngoai dudng tron (O;R) néu OM > R.
2) Hinh tron tim O ban kinh R 13 hinh gdm céac diém nam trén va nam trong dudng tron (O; R).
Vidu 1. Goi O 1a trung diém cua doan thang AB. Chirng minh rang dudng tron (O;04) di qua B.
Chii y. O 16p dudi, ta da biét doan AB trong Vi du 1 13 mot dudng kinh cua dudng tron (O) . Do d6 (O)
con
goi la duong tron duong kinh AB.
2. TINH POI XUNG CUA PUONG TRON
Poi xirng tam va doi xing truc
1) Poi xirng tam (H.5.3)

M M ?)

al b)
Hinh 5.3

Hai diém M va M’ goi 1a d6i xtng vdi nhau qua diém 7 (hay qua tim 7 ) néu / 14 trung diém cta doan
MM'.

Chang han, néu O 1a giao diém hai dudng chéo cua hinh binh hanh ABCD thi O4 =0OC nén 4 va C ddi
ximg v6i nhau qua O. Tuong tu, B va D ddi ximg v&i nhau qua O.

2) Péi xirng truc (H.5.4)



&

M

Hai diém M va M’ goi 1a dbi xtmg véi nhau qua duong thang d (hay qua truc d ) néu d 1a duong trung

truc ctia doan thang MM '

Chang han, néu AH 1a dudng cao trong tam giac ABC can tai 4 thi AH ciing 1a duong trung tryc ciia BC,
nén B va C dbi xtng véi nhau qua AH.

TAm va truc ddi xing ciia dwong tron

Puong tron 13 hinh ¢6 tim ddi xtmg; tim ciia dudng tron 1a tim dbi ximg cia no.

Puong tron 13 hinh ¢ truc d6i xtng; mdi dudng thang qua tAm cta duong tron 1a mot truc ddi ximg cia no.
Chii y: Puong tron c6 mot tim dbi xtimg, nhung c6 vo sd truc ddi xtng.

Vi du 2: Cho diém M nam trén duong tron (0) duong kinh 4B . Str dung tinh d6i ximg ctia (O) , hdy néu

cach tim:

a) Piém N d6i xtng v6i diém M qua tim O

b) Diém P dbi xting véi diém M qua dudng thing 4B .

B. BAI TAP SACH GIAO KHOA

5.1. Trong mat phéng toa dd Oxy, cho cac diém M (O; 2), N(O; —3) va P(Z; —1). V& hinh va cho biét trong

cac diem da cho, diém nao nam trén, diém nao nam trong, di€m nao nam ngoai dudng tron (0;\/§ ) ? Vi

sao?

5.2. Cho tam gidc ABC vudngtai 4 ¢c6 AB=3 cm, AC =4 cm . Chung minh rﬁng cac diém A4,B,C thudc
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Hinh 5.4

cung mdt duong tron. Tinh ban kinh cia dudong tron do.

5.3. Cho duong tron (O), duong thang d di qua O va diém A4 thudc (O) nhung khéong thude d . Goi B

la diém d6i xing v6i A qua d;C va D lan luot la diém ddi ximg véi 4 va B qua O.

a) Ba diém B,C va D c6 thudc (0) khong? Vi sao?

b) Chuing minh tr gidc ABCD 1a hinh chit nhat.

¢) Ching minh rang C va D d6i ximg v6i nhau qua d .

5.4. Cho hinh vudéng ABCD c6 E 1a giao diém cta hai duong chéo.

a) Chung minh rang c6 mot dudng tron di qua bén diém 4, B,C va D . Xac dinh tim ddi xtng va chi ra
hai truc ddi xtng ctia dudng tron do.

b) Tinh ban kinh cta dudng tron & ciu a, biét rang hinh vudng c¢6 canh bang 3 cm .

C. CAC DANG TOAN

H

H
ﬁ_}

DANG 1. XAC DPINH PIEM NAM TREN, NAM TRONG, NAM NGOAI PUONG TRON

Vi du 1. Trong mat phfmg toa d§ Oxy, cho céac diém M(0;2),N(0;-3) va P(2;—1). V& hinh va cho biét

trong cac diém da cho, diém nao nam trén, di€ém nao nam trong, di€ém nao nam ngoai duong tron (O; J5 )

? Vi sao?



Vi du 2. Cho duong tron (O;R) va ndm diém M, N,P,Q,K (hinh v€). So sanh d dai cac doan thrfmg
OM,ON,OH,OK,OP véi R .

M

K
Vi du 3. Cho dudng tron (O), ban 5cm va bdn diém A, B,C,D thoa ma
OA =3cm, OB =4cm,0C =7cm, OD =5cm. Hay cho biét mdi diém A,B,C,D nam trén, nim trong

hay ndm ngoai dudng tron (O).

DANG 2. CHUNG MINH NHIEU PIEM CUNG THUQC PUONG TRON

Vi du 1. Cho tam giac ABC vudng tai A c¢6 AB=3cm,AC =4cm . Chimg minh rang cac diém A,B,C
thudc cung mot duong tron. Tinh ban kinh ctia dudong tron do.

Vi du 2. Cho tam giac ABC déu c6 canh a, cac duong cao BD va CE cit nhau tai H. Chtrng minh rang
bon diem B,E,D,C cung thugc mét dudng tron. Hay xac dinh tdm va béan kinh cua duong tron ay.

Vi du 3. Cho hinh chit nhat ABCD c¢6 AD =18cm va CD =12c¢m . Chirg minh rang bon diém A, B,C,D
cung thuoc mdt duong tron. Tinh ban kinh cia duong tron do.

Vi du 4. Chirng minh ring cac trung diém ctia cdc canh cuia hinh thoi cting nam trén mot duong tron.

Vi du 5. Cho hinh vuong ABCD . Trén canh AB ldy diém M, trén canh AD liy N sao cho AM = AN
.Ké AH vudng goc véi DM(H € DM) va AH cit BC tai P. Chimg minh rang nim diém C,D,N,H,P
cung thudc mot duong tron.

Vi du 6. TG gidc ABCD c¢6 hai duong chéo AC va BD vudng goc voi nhau. Goi M, N,R.,S lan luot 1a
trung diém cua cac canh AB,BC,CD va AD. Chung minh rfing: Bén diém M,N,R,S cung thudoc mot
duodng tron.

Vi du 7. Cho dudng tron (O), duong thang d di qua O va diém A thudc (O) nhung khong thude d.
Goi B la diém dbi xtmg véi A qua d;C va D lan luogt 14 diém dbi ximg véi A va B qua O.

a) Ba diém B,C va D c6 thudc (O) khong? Vi sao?

b) Chirng minh tr giac ABCD 1a hinh chit nhat.

¢) Ching minh rang C va D ddi xtmg véi nhau qua d.

Vi du 8. Cho hinh vuéng ABCD c¢6 E 14 giao diém cta hai dudng chéo.

a) Chimg minh rang c6 mot dudng tron di qua bdn diém A,B,C va D . Xac dinh tAm d6i xtg va chi ra
hai truc d6i xtng cta dudng tron do.

b) Tinh ban kinh cta dudng tron & ciu a, biét rang hinh vudng c6 canh bang 3cm .

D. BAI TAP TU LUYEN

Cau 1. Trén mat phéng toa do Oxy, hdy x4c dinh vi tri cia mdi diém A(—l;—l), B(—l;—2), C(ﬁ,ﬁ)

d6i v6i duong tron tim O ban kinh 2.




Cau 2. Cho tir gide ABCD c¢6 C+D=90°.Goi M, N, P, O lan luot 1a trung diém cia AB, BD,
DC, CA. Chimng minh rang bon diém M , N, P, O cung thuc mot duong tron.

Cau 3. Cho tam gidc ABCcantai A, BC=12cm, chiéu cao AH =4cm . Tinh ban kinh cta dudng tron di
qua ba dinh cua tam giac ABC'.

Céu 4. Cho tam giac ABC can tai A c6 ba dinh nam trén duong tron (0) Puong cao AH cit (0)(7 D.
Biét BC =24 cm, AC =20 cm. Tinh chiéu cao AH va ban kinh duong tron (O).

Cau 5. Cho hinh thang can ABCD (v61 AD//BC)cd AB=12cm, AC =16 cm,BC =20 cm. Chung
minh rﬁng A, B, C, D cung thugc mét duong tron. Tinh ban kinh dudng tron do.

Cau 6. Cho duodng tron (0) duong kinh AB, M, N thudc (0) sao cho AM = BN va M, N nam trén

hai ntra duong tron khac nhau. Chirmg minh MN la duong kinh cta (0) .

Céu 7. Cho tir gisc ABCD c6 B=D =90°.

1. Chimg minh bon diém 4, B, C, D cung thudc mot dudng tron.
2.Néu AC = BD thi tt giac ABCD 1a hinh gi?

Céu 8. Cho hinh chit nhat 4BCD, v& tam giac AEC vudng tai E . Chirng minh nam diém 4, B, C, D, E
cung thugc mot duong tron.

Céu 9. Cho tam giac ABC vudng tai 4, dudng cao AH . T M 1a diém bat ki trén canh BC ké MD | AB
, ME 1 AC . Ching minh ndam diém A,D,M ,H , E cung nam trén mdt dudong tron.

Cau 10. Cho tam gidc ABC c6 AQ, BK, CI 1a ba duong cao va H 1a tryc tam.

1. Chimg minh 4, B, O, K cung thugc mot duong tron. Xac dinh tam ctia dudong tron do.
2. Ching minh 4, I, H, K cung thuoc mot duong tron. Xac dinh tdm cta duong tron do.

Céu 11. tam giac ABC, cac duong cao BD va CE. Trén canh AC lay diém M . Ké tia Cx vudng goc

voi tia BM tai F. Chiing minh rang nam diém B, C, D, E, F cung thudoc mdt duong tron.

Céu 12. Cho tam giac ABC ¢6 H la tryc tim. Ly M, N thudc tia BC sao cho MN = BC va M nam giita
B, C. Goi D 1a hinh chiéu ciia M 1én AC va E 1a hinh chiéu cia N 1én AB. Chiing minh
rang cac diém A4, D, E, H cing thudc mot duong tron.

Cau 13. Cho tam gidc ABC nhon. Chirng minh rang cac trung diém ciia ba canh, cac trung diém cia ba

doan thiang ndi ba dinh véi tryc tim chan cua ba dudng cao cia tam giac cing thudc mot dudng tron.
(Puong tron 9 diém hay dudng tron Euler).

Cau 14. Cho tam giac ABC nhon, cac duong cao A4,, BB,, CC, déng quy tai H.Goi 4,, B,, C, lan luot
thudc doan thang A4, BB,, CC, sao cho S wpe T S5ca T8¢ 45 =S 4pc - Chimg minh rang 4,, B,,

C,, H cung thuc mot duong tron.



BAI 14. CUNG VA DAY CUA MQT PUONG TRON
A.KIEN THU'C CO BAN CAN NAM
1. DAY VA PUONG KiNH CUA PUONG TRON
Khdi niém ddy va dwong kinh cia duwong tron
Poan thang ndi hai diém tuy ¥ cia mot duong tron goi 1a mot day (hay day cung) ctia dudng tron.
Moi day di qua tam 1a mot dudng kinh cua dudng tron.
D& thay duong kinh cta duong tron ban kinh R ¢6 do dai bang 2R .
Trén Hinh 5.6, CD 1a mét ddy, AB 1a mot dudng kinh cua (O).

D

)

Hinh 5.6
Pinh li: Trong mot dudng tron, duong kinh 1a diy cung 16n nhat.
Vi du 1: Tt giac 16i ABCD co BAC =BDC =90'. Chting minh bén diém A4,B,C,D ciung nim trén mot
duong tron va AD < BC.
Loi giai
A ———

Hinh 5.8

Goi O 1a trung diém ciia doan BC . Tam giac ABC vudng tai A(E{?? = 90°) nén duong trung tuyén A0

bang nira canh huyén, nghia 1a 04 =0B =0C = B—2C .Do d6 diém 4 ndm trén duong tron (O) dudng kinh

BC.

Tuong tw, bing cach xét tam gidc DBC ta ciing suy ra diém D thudc dudng tron (O).

Viy 4D la mot day (khong di qua tdm) ciia duong tron (O). Ap dung dinh li trén ta c6 4D < BC.

2. GOC O TAM, CUNG VA SO PO CUA MOT CUNG

Khdi niém goc ¢ tam va cung tron

Cho hai diém 4 va B cung thudc mot duong tron. Hai diém 4y chia dudng tron thanh hai phan, mdi phan
goi 1a mot cung tron (hay cung). Hai diém 4 va B goi 1a hai mat (hay diu mut) cia mdi cung do.

Go6c ¢ tam 1a goc c6 dinh trung véi tdm cua dudng tron.

Trén Hinh 5.9 ta c6 hai cung, ki hiéu la AmB va AnB nhung chi c6 mot goc ¢ tam la AOB.



Hinh 5.9

Chu y: Khi goc AOB khong bet thi cung nam trong goc AOB goi 1a cung nho (trén Hinh 5.9, AmB 1a
cung
nho). Khi do AmB con c6 thé ki hi€u gon Ia 4B. Cung con lai, AnB goi la cung lon. Khi goc AOB bet
thi mdi cung 4B duoc goi 1a mot nira dudng tron.
Ta con néi gobc AOB chan cung 4B hay cung AB bi chan boi goc AOB.
Vidu 2: Cho ba diém A4,B va C thudc duong tron (0) nhu Hinh 5.10.
a) Tim cac goc & tAm co hai canh di qua hai trong ba diém 4, B,C .
b) Tim cac cung c6 hai mut 13 hai trong ba diém 4, B,C .

Loi giai

A
e

a

Hinh 5.10

a) Cac goc ¢ tAm can tim 1a A/O\B,B/O\C va COA.
b) - Céc cung ¢6 hai mat 4, B 1a AB, ACB.

Céc cung c6 hai mut 4,C 1a R,R

Céc cung c6 hai mut B,C la BA/ﬂC,éZ(\?.

Cich xéc dinh sé do ciia mdt cung

1. Sb do ctua mot cung duoc xac dinh nhu sau:

S6 do cua nira duong tron bang 180°.

S6 do cua cung nhé bang sé do ciia goc & tAm chén cung do.

S6 do cuia cung 16n bang hiéu giita 360° va s6 do ctia cung nho c6 chung hai mut.

2. Sb do cua cung AB dugc ki hiu la sd AB .

Trén Hinh 5.9, ta co: sd AmB = AOB = a; sd AnB = 360° —a.

Chu y:

Cung c6 sb do n° con goi 1a cung n°. Ca duong tron duge coi 1a cung 360°. Doi khi ta cling coi mot diém

la cung 0°.



Hai cung trén mot duong tron goi 1a biang nhau néu ching c6 cung sd do.
Nhan xét

Néu 4 1a mot diém thudc cung BAC thi sd sdBAC = sdBA+sdAC (H.5.10).

Vi du 3: Tinh sé do ciia cac cung c6 cac dau mut 13 hai trong cac diém A4, B,C trong Hinh 5.11 , biét ring

ABC la tam gidc vudng cén tai dinh 4.

@)

Hinh 5,11
Loi giai
Trén Hinh 5.11, ta thiy AB va AC 1a cac cung nho bi chin boi cac goc & tam thir tu 13 AOB va AOC.
Do tam gidc ABC vudng can tai 4 nén duong trung tuyén AO ciing la duong cao, tuc la 40 | BC.
Do do AOB = AOC =90", suy ra sd AB =sd AC =90°.
ACB 1a cung 16n ¢6 chung hai mat A, B véi cung nhé AB nén sd ACB =360° — sd AB = 360" —90° = 270",

Tuong tu, ta c6: sd ABC =360° —sd AC =360"—90" = 270"

Ngoai ra con c6 hai nira dudng tron c¢6 chung hai mat 4 va B, ¢6 sb do bang 180°.

B. BAI TAP SACH GIAO KHOA

5.5. Cho nira duong tron duong kinh 4B va mot diém M tuy y thudc nta dudng tron do.

Ching minh rang khoang cach tir M dén AB khong 16n hon % .

5.6. Cho duodng tron (O;5cm) va AB 1a mot ddy bat ki cia duong tron do. Biét AB=6cm.
a) Tinh khoang cach tir O dén duong thang 4B .

b) Tinh tan & néu goc & tim chan cung 4B bang 2« .

5.7. Tam O cua mot duong tron cach ddy AB cuia n6 mdt khoang 3 cm. Tinh ban kinh ctia duong tron
(0) , biét rang cung nhd AB cb sb do bang 100° (1am tron két qua dén hang phan muoi).

5.8. Trén mat mot chiéc dong ho ¢ cac vach chia nhu Hinh 5.12. Héi ¢t sau méi khoang thoi gian 36 phut:
a) Pau kim phit vach nén moét cung c6 s6 do bang bao nhidu  do?
b) Pau kim gio vach nén mot cung ¢ sd do bang bao nhiéu do?

Hinh 5.72



C.CAC DANG TOAN

Dang 1. Chirng minh tinh chit hinh hoc

Vi du 1. Cho nira dudng tron duong kinh AB va mot diém M tuy ¥ thudc nira dudng tron d6. Ching

minh rang khoang cach tir M dén AB khong 16n hon %

Vi du 2. Cho tam giac nhon ABC . Puong tron tim O duong kinh BC cit cac canh AB va AC lan
luot tai M va N . Chung minh MN < BC.

Vi du 3. Cho duodng tron (O) duodng kinh AB, diy CD khéng cit duong kinh AB. Goi H va K theo
thr tur 1a chan cac duong vudng goc ké tir A va B dén CD. Chimg minh ring CH = DK..

Vi du 4. Cho duong tron (O) dudng kinh AB, diy CD cat duong kinh AB tai E. Goi H,K theo thir
ti 1a chan cac duong vudng goc ké tir A va B dén CD. Ching minh rang CH = DK .

Vi du 5. Cho dudng tron (O;R) duong kinh AB. M 14 diém cb dinh nim trong dudng tron (M khac
0) va CD la day cung quay quanh M . Goi H,K 1an luot 14 hinh chiéu cia A va B 1én CD. Xac dinh
vi tri cia ddy CD dé AH +BK 16n nhét.

Vi du 6. Cho dudng tron (O) . Cac ddy AB va CD bang nhau, cac tia BA va DC cit nhau tai diém M
nam bén ngoai dudng tron. Goi H,K 1an luot 1a trung diém cia AB va CD. Chting minh rang

MA =MC.

Vi du 7. Cho duong tron (O) hai diy AB va CD sao cho AB>CD. Cac tia BA va DC cit nhau tai
M niam bén ngoai duong tron. Goi H,K theo thir tir 13 trung diém ctia AB va CD. Hay so sanh MH
va MK .

Vi du 8. Cho M 1a diém nam bén trong duong tron (O), v& qua M, hai diy AB va CD sao cho
AB>CD. Goi H,K theo thtr ty 1a trung diém cta AB va CD. Chirng minh rﬁng: MH > MK..

Vi du 9. Tir diém P nam bén ngoai dudng tron (O;R) va OP = 2R . Mot duong thang qua P cit duong
tron (O) tai A va B(A nam giita B va P ) va AB=R.Goi H la chan duong vudng goc ké tir O dén
BP. Qua P ké mot duong thang khac cat dudng tron (O) tai C va D(C,D & khac phia véi AB so véi

R3

OP).Ké OK L CD. So sanh AB va CD biét OK < -

Vi du 10. Cho diém A cb dinh & bén trong duong tron (O;R) va A khong tring véi O. BC 1a day
cung quay quanh A . Xac dinh vi tri ctia diy cung BC liic ddy cung BC ngan nhat.

Dang 2. Tinh toan

Vi du 1. Cho dudng tron (O;5cm) 1a mot day bat ki ciia duong tron d6. Biét AB=6cm .

a) Tinh khoang cach tir O dén duong thang AB.

b) Tinh tan & néu goc & tim chin cung AB bang 2 .

Vidu 2. Tam O cta mot duong tron (cach ddy AB cua ndé mot khoang

3cm. Tinh ban kinh cta dudng tron (O), biét rang cung nhd AB ¢6 s6 do bang 100° (1am tron két qua
dén hang phan muoi).

Vi du 3. Cho dudng tron (O;R) va mot diy cung AB. Goi I 1a trung diém cua AB. Tia OI cit cung
AB tai M.

a) Cho R=5cm,AB =6cm . Tinh d6 dai day cung MA.




b) Cho MN la duong kinh ciia duong tron (O;R) biét AN =10cm va didy 4B =12cm. Tinh ban kinh
R.

Vi du 4. Cho duong tron (O) duong kinh AB =2R . Mot day CD khong di qua tam O sao cho
COD=90" va CD cét dudng thing AB tai E (D ndm giita hai diém EvaC ), biét OE = 2R . Tinh db dai
ECva ED theo R.

Vi du 5. Cho duong tron (O;10cm ) ddy AB=16cm.

a) Tinh khoang cach tir tim O dén day AB.

b) Lay K thudc diy AB sao cho AK =14cm. V& diy PQ vudng goc v6i AB tai K. Ching to
AB=PQ.

Vi du 6. Cho dudng tron (O) hai diy AB va CD song song v6i nhau, biét AB=3cm,CD =4cm.
Khoang céch gitta hai day 1a 3,5cm . Tinh ban kinh duong tron (O).

Vi du 7. Goi I 1a trung diém ctia day cung AB khong qua tAm ciia duong tron (O;R). Qua I vé& day
cung CD.

a) Chimg t6 CD > AB . Tim d¢ dai nho nhat, 16n nhét cua cac diy quay quanh 1.

b) Cho R =5cm,Ol =4cm. Tinh d6 dai day cung ngan nhat qua 1.

¢) Chiing t6 rang; OAI >ODI.

| Dang 3. Toan thuec té

Vi duy 1. Kim gio va kim phut cua ddng ho tao thanh mot goc & tdm co sd do 13 bao nhiéu d6 vao nhiing
thoi diém sau:

a) 3 gio; b) 5 gio; c) 6 gio; d) 12 gio; e) 20 gio.
Vi du 2. Trong mét trd choi, hai ban Thuy va Tién cung chay trén mot duong tron tim O ¢ ban kinh
20m (hinh v&). C6 thoi diém nao day AB ndi vi tri clia hai ban d6 ¢6 d6 dai bang 41m hay khong? Vi

sao?

Vi du 3. C6 thé xem gudng nudce (con goi 1a con nude) 1a mot cong cu hay ¢d may co dang hinh tron,
quay dugc nho stic nude chay (hinh a). Gudng nude thuong thay & cac ving mién nai. Nhiéu gudng
nudc duge lam béng tre, dung dé dua nudc 1én rudng cao, gia gao hodc lam mot s6 viéc khac.

Gia st ngan nudc ngan cach gitta phan trén va phan dudi ciia mot gudng nude duoc biéu thi boi cung
g v6i mot cay dai 4m va diém ngap sau nhat 1a 0,5m (hinh b, diém ngap siu nhat 1a diém C, ta co

AB=4m va HC =0,5m). Dwa vao d6, em hiy tinh ban kinh cta gudng nudc.



D. BAI TAP TU LUYEN
Bai 1. Cho duong tron (O; R) . Vé day AB = RV2 . Tinh sé do ciia hai cung AB.

Bai 2. Cho duong tron (O; R) . V& day AB sao cho s6 do ctia cung nho AB bing % s6 do cua cung 16n
AB. Tinh dién tich cia tam giac AOB

. . 5 RV3 . 2 y .
Bai 3. Cho hai duong tron dong tam (O; R) va O;T . Trén duong tron nhé lay mot dieém M. Tiép tuyén

tai M ctia dudng tron nho cat duong tron 10n tai A va B. Tia OM cit dudng tron 16n tai C.
a) Chimg minh ring CA = CB.
b) Tinh s do cta hai cung AB.

Bai 4. Cho duong tron (O;5cm) va day 4B =8cm.

1. Tinh khoang cach tir tim O dén day AB .

2. Lay diém [ trén diy AB sao cho 4l =lcm. Qua | ké day CD vudng goc voi AB.

Ching minh rang AB =CD.

Bai 5. Trong hinh v& bén c¢6 mot manh giay hinh chit nhat che khuat mot phan

ctia duong tron (O) . Cho biét 4B =1cm, BC =4cm va MN =2cm.

1. Tinh d6 dai doan D N.

2.Cho AM =1cm. Tinh ban kinh ctia duong tron (O).

Bai 6. Cho dudng tron (O; 0A4) va duong kinh AD =12,5¢m. Lay diém B thudc dudng tron (O; OA)

sao cho 4B =10cm. Ké didy BC vudng goc véi duong kinh 4D . Tinh cac khoang cach tir tim O dén cac
day ABva BC.

Bai 7. Cho duong tron (O) va duong kinh AB . Goi M, N theo thi tu 13 trung diém ctia 04,08. Qua
M, N lan luot v& cac ddy CD, EF song song voi nhau (C, E cung nam trén mot nira dudng tron dudng

kinh 4B).

1. Ching minh tr gidc CDEF' 1a hinh chir nhat



2. Giastt CD va EF cungtao voi AB mot goc 30°.Tinh dién tich hinh chir nhadt CDEF

Bai 8. Cho dudng tron (0O) va dudng kinh 4B =13c¢m.Day CD =12c¢m vudng goc voi AB tai H .
1. Tinh d6 dai cac doan HA4, HB

2. Goi M, N theo th ty 13 hinh chiéu cia H 1én 4C, BC . Tinh dién tich t&r gisc CMHN .

Bai 9. Cho dudng tron (O;5c¢m) va diém M cich O mot doan 1a 3cm

1. Tinh d6 dai day cung ngan nhit cua (0) di qua M .
2. Tinh d¢ dai day cung dai nhat cia (0) di qua M .
Bai 10. Cho tam giac ABC nhon ndi tiép duong tron (0) va M 1a diém bat ky trén cung tron

BC khong chita A . Goi D, E lan luot 1a diém dbi xting cia M qua AB, AC . Tim vi tri cia M dé 4o

dai DE nho nhét.



BAI 15. PO DAI CUA CUNG TRON. DIEN TICH HINH QUAT TRON VA HiNH VANH
KHUYEN

A. KIEN THUC CO BAN CAN NAM
1. PQ DAI CUA CUNG TRON

Cong thirc tinh do dai ctia cung tron
Trong doi sdng, ta thuong 1y 7 ~ 3,14 .

Do d6, ta c6 cong thire tinh d6 dai C cia duong tron (O; R), dudng kinh d =2R la: C=7d = 27rR.(1)

Ta c6 cdng thirc tinh do dai / cia cung »n° trén dudng tron (O;R) :[ = %ER (2)

. n l n
Nhan xét. Tt hai cong thuc (1) va (2), ta dugc [ =——zd hay —=——, nghia la:
: g (1) va (2) . 3607 y 360 "

_"
360 C
Ti s6 giita 6 dai cung n° va do dai dudng tron (ciing ban kinh) ding bang %

Vidu 1. Cho 4 va B 1a hai diém trén duong tron (0;3cm) sao cho AOB =120 Tinh s6 do va do dai cac
cung c6 hai mut A, B.

2. HINH QUAT TRON VA HINH VANH KHUYEN

Hinh tron, hinh quat tron va hinh vanh khuyén

1) Hinh quat tron 13 phan hinh tron gi¢i han bdi mot cung tron va hai ban kinh di qua hai dau mut cia cung
do (H.5.15).

2) Hinh vanh khuyén (con goi 12 hinh vanh khin) (H.5.16) 14 phan ndm giita hai dudng tron co cing tim
va ban kinh khac nhau (con goi 12 hai duong tron dong tim).

A
B
Hinh 5.15 Hinh 5.16
Dién tich hinh quat tron va hinh vanh khuyén
Dién tich §_ cua hinh quat tron ban kinh R tng véicung n° : S, = N aR? = I—R 3)
a 1360 2

Dién tich §, cta hinh vanh khuyén tao bdi hai dudng tron déng tam c¢O6 ban kinh R va r.
S, =7(R*~r*) s(R> r).(4)
Nhén xét:

/

. S
Cong thiic (3) c6 thé Viét1a S, = %S hay ~ = % = nghia Ia

Ti sb giita dién tich hinh quat tron ing véi cung n° va dién tich hinh tron (ctng ban kinh) dung bang %

va bang ti sb gitta d6 dai cung n° va d6 dai dudng tron.
Vi du 2. Tinh dién tich ctia hinh vanh khuyén nam giita hai duong tron dong tdm c6 ban kinh 1a 3 m va
Sm.

Vi du 3. Tinh dién tich ctia hinh quat tron ban kinh 5cm va c¢6 d6 dai cung tuong tmg véi n6 bang 4zcm .



B. BAI TAP SACH GIAO KHOA
5.9. Cho duodng tron (0;4 cm) va ba diém 4,B,C trén duong tron d6 sao cho tam gidc ABC can tai

dinh 4 va s6 do ctia cung nhd BC bang 70° .

a) Giai thich tai sao hai cung nhd 4B va AC bang nhau.

b) Tinh d¢ dai cta cac cung BC, AB va AC (lam tron két qua dén hang phan mudi).

5.10. Tinh dién tich cua hinh quat tron ban kinh 4cm , ing véi cung 36 .

5.11. Tinh dién tich hinh vanh khuyén nam giua hai dudng tron dong tim cé ban kinh 1a 6cm va 4cm .
5.12. C6 hai chiéc banh pizza hinh tron (H.5.18). Chiéc banh thir nhét c6 dudng kinh 16cm dugc cat thanh
6 miéng déu nhau c6 dang hinh quat tron. Chiéc banh thir hai c6 duong kinh 18cm duoc cat thanh 8 miéng
déu nhau c6 dang hinh quat tron. Hay so sanh dién tich bé mat cta hai miéng banh cit ra tir chiéc banh tha
nhat va tht hai.

Hinh 5.8
5.13. Mot chiée quat gidy khi x0é ra c6 dang nira hinh tron ban kinh 2,2dm nhu Hinh 5.19. Tinh dién tich
phan gidy cua chiéc quat, biét rang khi gip lai, phan gidy c6 chiéu dai khoang 1,6dm (lam tron két qua dén

hang phéan trim cta dm? ).

Hinh 5,19

C. PHAN LOAI CAC BAI TAP

Dang 1. Tinh d§ dai cac cung tron. Dién tich cac hinh

Vidu 1. Cho A va B la hai didm trén duong tron (0;0,8) sao cho AOB =100". Tinh 6 do va d¢ dai
cac cung c6 hai mut A, B.

Vi du 2. Tinh d6 dai cung 90" cua dudng tron (O;6¢cm ).

Vi du 3. Tinh dién tich hinh quat tron c6 ban kinh 4cm , tmg véi cung 36 .

Vi du 4. (Xem hinh v¢&)

a) Tinh dién tich hinh quat tron tdim O cung nhé AB.

b) Tinh dién tich hinh gi&i han boi ddy AB va cung nhd AB (goi 14 hinh vién phan tdm O cung nho
AB).

Lam tron két qua dén hang phan mudi centimét vudng).




12 em

Vi du 5. Phan hinh tron dugc giéi han boi mot cung va day cang cung d6 goi 1a hinh vién phan. Tinh
dién tich hinh vién phin AmB, biét goc & tam AOB =60 va ban kinh duong tron 1a 5,1cm (hinh v€)

(két qua 1am tron dén hang phan trim ctia cm® ).

Vi du 6. Tinh dién tich hinh vanh khuyén nam giita hai dudng tron dong tim cé ban kinh 1a 6cm va
4cm.

Vi du 7. Cho dudng tron (O;4cm) va ba diém A,B,C trén dudng tron dé sao cho tam giac ABC cin
tai dinh A va sé do cung nho BC bang 70",

a) Giai thich tai sao hai cung nho AB va AC bang nhau.

b) Tinh d6 dai ctia cac cung BC,AB va AC (lam tron két qua dén hang phan mudi).

Vi du 8. Cho tam giac déu ABC c6 AB= 24/3cm . Nura duong tron duong kinh BC cét hai canh AB
va AC lan lugt tai D va E (khac B va C ) (hinh v&).

a) Chimng t6 rang ba cung nho BD,DE va EC bang nhau. Tinh s6 do mi cung ay.

b) Tinh dién tich cua hinh vién phan gidi han béi day BD va cung nho BD.

Dang 2. Toan thyec té

Vi du 1. Ba bo phén truyén chuyén dong ctia mot chiée xe dap gdm mot gio dia (banh ring gin véi ban
dap), mot chiée lip (ciing c6 dang banh ring gan voi banh xe va bd xich (hinh v&). Biét rang gio dia co
ban kinh 15¢cm, lip c6 ban kinh 4cm va banh xe c6 dudong kinh 65cm. Hoi khi nguoi di xe dap mot
vong thi xe chay duoc quing dudng dai bao nhiéu mét (lam tron dén hang phan chuc)?

Vi du 2. Mot hoa tiét trang tri ¢ dang hinh tron ban kinh 4dm duoc chia thanh nhiéu hinh quat tron
(hinh v&), mdi hinh quat c6 goc ¢ tim 1a 7,5 . dién tich cia mdi hinh quat d6 13 bao nhiéu decimét

vudng (lam tron két qua dén hang phan trim)?




Vi du 3. Mot chiée quat gidy kho xo0é ra c6 dang nira hinh tron ban kinh 2,2dm nhu hinh v&. Tinh dién
tich phan gidy cua chiéc quat, biét rang khi gap lai, phan gidy c6 chidu dai khoang 1,6dm (lam tron két

qua dén hang phan tram cta dm? )?

Vi du 4. Trong hinh v& chiéc quat c6 dang mot hinh quat tron tim O cung AB, ban kinh
OA =0OB =20cm. Giay dugc dan trong phan gidi han bdi cung AB, cung CD, doan thang AC va BD
v6i OC = OD =10cm . Biét khi mé rong ti da, hai nan quat ngoai cling tao thianh mot goc AOB =140".
Tinh chu vi va dién tich manh gidy dé dan mot mit quat (dién tich mép dan khong dang ké).
Vi du 5. Hinh v& bén mé ta mit cit cia mot khuc gd c6 dang mot phan tu hinh vanh khuyén, trong d6
hinh vanh khuyén gigi han béi hai duong tron cung tam va c6 bén kinh lan lugt l1a 4dm va 3dm . Dién
tich mat cat do 1a bao nhiéu decimét vudng (lam tron két qua dén hang phan muoi)?
Vi du 6. Mot may kéo ndng nghiép c6 duong kinh banh xe sau 1a 124 m va duong kinh banh xe trudc 1a
80cm . Hdi khi banh xe sau lan dugc 20 vong thi banh xe trude lan dugc bao nhi€u vong?
D. BAI TAP TU LUYEN
Bai 1.

a) Tinh d¢ dai cung 60° cia m{t dudong tron c6 ban kinh 2 dm.

b) Tinh chu vi vanh xe dap c6 duong kinh 650mm.

Bai 2. May kéo nong nghiép c6 hai banh sau to hon hai banh trudc. Khi bom cang, banh sau xe c6 duong
kinh la 1,672m va banh xe trudc c6 duong kinh 1a 88cm. Hoi sau khi banh xe sau lan dugc 10 vong thi
banh xe trudce 1lan dugc may vong?

Bai 3. Banh xe ciia mt rong roc c6 chu vi la 540mm. Day cua-roa bao banh xe theo cung 4B c6 do dai
200mm. Tinh gobc AOB (h.82) .



Hinh82

Bai 4. Vi d6 ciia Ha Noi 1a 20°01'. Mdi vong kinh tuyén cia Trai Dat dai khoang 40000km.
Tinh d¢ dai cung kinh tuyén tr Ha N&i dén xich dao.

Bai 5. Cho duong tron (O) ban kinh O4. Tir trung diém M cua OA v& diy BC L OA. Biét d6 dai duong
tron (O) 1a 4.7(cm). Tinh:

a) Ban kinh cua duong tron (0);

b) Do dai hai cung BC' cta dudng tron.

Bai 6. Tam giac 4BC c6 AB=AC = 3¢m; A=120°. Tinh d6 dai duong tron ngoai tiép tam giac ABC.

Bai 7. Mot tam giac déu va mot hinh vudng ciing ¢6 chu vi 1a 72cm. Hoi do dai duong tron ngoai tiép
hinh nao 16n hon ? Lén hon bao nhiéu ?

Bai 8. Cho duong tron dudng kinh BC = 2R. Trén duong tron 1y mot diém A4 sao cho AB = R3. Goi

2 2 2
B, P,,P, 1achu vicac duong tron c6 duong kinh lan luot 13 CA, AB va BC. Chung minh: % = P?z = PT3

Bai 9. Cho tir giac ABCD ngoai tiép dudng tron (O). V& ra phia ngoai cua tt gidc nay bdn nira duong
tron c6 dudng kinh 1an luot 1a bdn canh cua tir giac. Chirng minh rang téng do dai hai ntra dudng tron cd
duodng kinh 1a hai canh do6i dién bang tong do dai hai nira duong tron kia.

Bai 10. Tinh dién tich hinh tron ndi tiép mot hinh vudng c6 canh 1a 4cm.

Bai 11. Chan mot dong cat d6 trén mot nén phang ndm ngang 1a mot hinh tron ¢6 chu vi 12m. Hoéi chan
dbng cat d6 chiém mot dién tich 1a bao nhiéu mét vudng?

Bai 12. Mot vuon c6 hinh chit nhat ABCD ¢6 AB = 40m,AD = 30m. Nguoi ta muén budc hai con dé
¢ hai goc vuon 4, B. Co hai cach budc:

- Méi day thimg dai 20m.

- Mot day thung dai 30m va day thung kia dai 10m.

Hoéi véi cach budce nao thi dién tich c6 ma ca hai con dé c¢6 thé an dugc sé 16n hon (h.60) ?

T S
el N g

Hinh 90
Bai 13. Hinh vién phan 13 phan hinh tron gii han boi mot cung va diy cang cung dy. Hiy tinh dién tich
hinh vién phan AmB, biét gbc & tim AOB = 60° va ban kinh dudng tron 1a 5,1cm (h.94) .



a) Tinh di¢n tich S cua hinh vanh khan theo R, va R, (gida su R, > R, ).

b) Tinh dién tich hinh vanh khan khi R, =10,5cm, R, =7,8cm.

B::li 15. Chiing minh rang dién tich hinh tron ngoai tiép hinh vudng bang hai lan dién tich hinh tron noi
ti€p hinh vudng do.

Bai 16. V& lai hinh 98 i tinh:

a) Dién tich hinh tron ¢ gitra;

b) Dién tich mién gach soc

Bai 17. Tam giac déu co canh a, ndi tiép dudng tron (O) . Tinh dién tich hinh vién phan tao thanh boi mot
canh cda tam gidc va mgt cung nhod cang canh do.

Bai 18. Tam giac ABC vudng tai A, dudng cao AH = 2cm. Trén ciing mot nira mit phang bd BC ¢6 chira
A ta v€ ba ntra duong tron c6 duong kinh lan luot 1a BH, CH va BC. Tinh dién tsich mién gi61 han boi ba
duong tron do.

Bai 19. Trong hinh 99, biét AABC vudng tai A

A, AB =4; AC = 6. Hai ntra duong tron duong
’ %WC

kinh AB va AC cit nhau tai H. Tinh dién tich
mién gach soc
Hinh 99




LUYEN TAP CHUNG

A. Vi DU SACH GIAO KHOA
Vi du 1. Cho tam gidc nhon ABC cantai 4. T B va C ké lan lugt hai duong cao BH va CK cua tam

giac ABC.

a) Chirng minh rang dudng tron tim O duong kinh BC di qua K va H .

b) Ching minh rang hai cung nhd BH va CK bang nhau.

¢) Tinh s6 do ctia cung nhdé KH néu BAC =40

Vidu 2. Ta goi hinh giéi han boi mdt cung nho ciia mot duong tron va day cang cung do 1a hihh Vién phan.

Lap cong thire tinh dién tich hinh Vién phan Gng v6i cung 90°, biét ban kinh cta duong tron 1a R .

A

B
Hinh 5.21

B. BAI TAP SACH GIAO KHOA
5.14. Cho day AB khong qua tam cua duong tron (0) Goi A’ va B' 1 hai diém lan luot ddi xung véi 4

va B qua O.Hoi duong trung truc ciia 4'B’ ¢o phai 1a truc d6i xtmg cua ( O ) hay khong? Tai sao?

5.15. Cho tam giac ABC khong 1a tam giac vudng. Goi H va K 1a chan cac duong vudng goc lan luot ha
tur B va C xubng AC va AB. Ching minh rang:
a) Puong tron duong kinh BC di qua cac diém H va K ;

b) KH < BC .

5.16. C6 thé xem gudng nudc (con goi 14 con nude) 1a mot cong cu hay ¢d may cd dang hinh tron, quay
dugc nho stre nudce chay (H.5.22a). Gudng nudce thuong thdy & cac ving mién nai. Nhiéu gudng nude duoc
lam bang tre, dung dé dua nudc 1én rudng cao, gid gao hodc lam mot sb viéc khac.

Gia st ngan nude ngan cach giira phan trén va phan dudi nude cia mot gudng nude duge bicu thi boi cung
g voi mot day dai 4 m va diém ngdp sdu nhat 1a 0,5 m (trén Hinh 5.22b, diém ngdp sdu nhat 1a diém

C,tacd AB=4m va HC =0,5 m. Dya vio d6, em hiy tinh ban kinh cta gudng nudc.

Hinh 5.22

5.17. Cho duong tron (0;5 cm).
a) Hay néu cach v& ddy 4B sao cho khoang céach tir diém O dén diy 4B bang 2,5 cm.

b) Tinh d6 dai ciia diy AB trong cdu a (1am tron dén hang phan trim).



¢) Tinh s6 do va d6 dai cua cung nho AB .

d) Tinh di¢n tich hinh quat tron ung vdi cung nho AB .

5.18. Ba bo phan truyén chuyén dong ctiia mot chiéc xe dap gdm mot gio dia (banh ring gin véi ban dap),
mat chiée lip (ciing c6 dang banh ring) gin v4i banh xe va bo xich (H.5.23). Biét rang gid dia c6 ban kinh
15 cm, lip c6 ban kinh 4 cm va banh xe c6 duong kinh 65 cm . Hoi khi nguoi di xe dap mot vong thi xe
chay duoc quing dudng dai bao nhiéu mét (1am tron dén hang phan chyc)?

Gio dia

Hinh 5.23

5.19. Cho tam giac déu ABC c6 AB= 24/3 em. Nira duong tron duong kinh BC cit hai canh 4B va
AC lan luottai D va E (khac B va C) (H.5.24).
a) Chimg t6 rang ba cung nhé BD, DE va EC bang nhau. Tinh sb do mdi cung dy.
b) Tinh dién tich ctia hinh Vién phan (xem Vi du 2) giéi han boi ddy BD va cung nho BD.
A

B8 o
Hinh 5.24

C. BAI TAP THEM
Bai 1: Xem hinh 6. Tinh sb do cta goc ¢ tim AOB va s6 do cung 16n AB.

Bai 2. Hai tiép tuyén ciia duong tron (O) tai A va B cat nhau tai M. Biét AMB = 45°.
a) Tinh sb do ctia goc & tAm tao boi hai ban kinh OA, OB.

b) Tinh s6 do mdi cung AB (cung 16n va cung nho)

Bai 3. Cho tam giac déu ABC. Goi O 1a tim ctia dudng tron di qua ba dinh A, B, C.
a) Tinh sb do cac goc ¢ tAm tao bdi hai trong ba ban kinh OA, OB, OC.
b) Tinh sb do cac cung tao boi hai trong ba diém A, B, C.
Bai 4. Trén duong tron tam O léy ba diém A, B, C sao cho A/O\B =100°, sd KE =45° . Tinh s6 do cung

nhé BC va cung 16n BC. (xét c4 hai truong hop: diém C nam trén cung nho AB, diém C nam trén cung 16n
AB).

Bai 5. Cho duong tron (O), ban kinh OM. V& duong tron tam O' duong kinh OM. Mot ban kinh OA cua
duong tron (O) cét dudong tron (O') ¢ B. Ching minh cung MA va cung MB c¢6 d6 dai bing nhau.



Bai 6. Xem hinh 86 va so sdnh d6 dai cua cung AmB vo1 d dai duong B
gap khuc AOB.

Bai 7. Cho hai duong tron (O;R) va (O;R') tiép xlic ngoai v6i nhau tai

A. Mot duong thang qua A cat duong tron (O) tai B, cat duong tron

(0") tai C. Chimg minh rang néu R’ :%R thi d6 dai cua cung AC bing m . 0

nira d6 dai ctia cung AB (chi xét cac cung nho AC, AB)

Bai 8. Mot hinh vuong va mot hinh tron c6 cung chu vi. Héi hinh nao c6
dién tich 16n hon.

Bai 9. Trong hinh 97, biét dién tich mién gach soc 1a 86¢m”. Tinh dién
tich hinh tron

Hinh 86

Hinh 97

Bai 10. Tinh dién tich hinh vanh khan tao thanh bai dudng tron ndi tiép va duong tron ngoai tiép tam giac
déu c6 canh la 6cm.



BAI 16. VI TRi TUONG POI CUA PUONG THANG VA PUONG TRON.

A.KIEN THUC CO BAN CANNAM
1. VI TRi TUONG POI CUA PUONG THANG VA PUONG TRON

S6 diém chung ciia dwong thiang va duong tron

1) Buong théng a va duong tron (0) goi la cit nhau néu chung c6 ding hai diém chung (H.5.26a ).

2) Puong thing a va dudng tron (0) goi 1a tiép xtc voi nhau néu chiing ¢6 duy nhat mot diém chung H .
Piém

chung 4y goi 1a tiép diém. Khi d6, duong thang a con goi 1a tiép tuyén cua duong tron (0) tai H (H.5.26
b).

3) Puong thang a va duong tron (O) goi 1a khong giao nhau néu chiing khong c6 diém chung (H.5.26¢).
Nhén xét

1) Cho duodng thang a va duong tron (O;R). Goi d 1a khoang cach tir O dén a. Tt HP1, ta nhan thay:
Puodng thing a va dudng tron (O; R) cit nhau khi d < R (H.5.26a) , tiép xtic voi nhau khi d = R (H.5.26b)
va khong giao nhau khi d > R (H.5.26¢).

0

A
I’.i E : T A

H H

a) b} c)
Hinh 5.26

2) Néu duong thang a tiép xtc véi dudng tron (O) tai H thi OH La.
2. DAU HIEU NHAN BIET TIEP TUYEN CUA PUONG TRON
Puong thing va dudng tron tiép xic véi nhau
Dinh li 1 (Ddu hiéu nhin biét tiép tuyén)
Néu mot duong thing di qua mot diém nam trén mot dudng tron va vudng goc voi ban kinh di qua diém do
thi
duong thang ay 1a mot tiép tuyén cua dudng tron.
Vidu 1. Cho 4B la mét day khong di qua tdm cua duong tron (0) Puong thing qua O va vudng goc
Vi AB cit tiép tuyén tai 4 cia (0) ¢ diém C. Chung minh ring CB 1a mét tiép tuyén cua (0)
3. HAI TIEP TUYEN CAT NHAU CUA MOT PUONG TRON
Tinh chit ciia hai tiép tuyén cit nhau
Pinh 1i 2
Néu hai tiép tuyén cua dudng tron (O) cit nhau tai diém P thi:
Piém P cach déu hai tiép diém;
PO 14 tia phan giac ctia goc tao boi hai tiép tuyén;
OP 1a tia phan giac cta goc tao boi hai ban kinh qua hai tiép diém.



B
Hinh 5.28

Vi du 2. Cho hai tiép tuyén P4 va PB cia dudng tron (O;R) (A va B la hai tiép diém).

a) Chung minh rang OP 1 AB;

b) Tinh P4 va PB,bi¢t R=2 cm va PO=4 cm.

B. BAI TAP SACH GIAO KHOA
5.20. Ban Thanh cit 4 hinh tron bang gidy c6 ban kinh 1an lugt 13 4 cm,6 cm,7 cm va 8 cm dé dan trang

tri trén mot manh gidy, trén d6 co vé trude hai duong thing a va b . Biétring a va b 1a hai duong thing
song song v&i nhau va cach nhau mot khoang 6 cm (nghia 1a moi diém trén duong thang b déu cach a
mot khoang 6 cm ). Hoi néu ban Thanh dan sao cho tim cua ca 4 hinh tron déu nam trén duong thang b
thi hinh nao d¢ 1én duong thing @, hinh nao khong d¢ 1én dudng thing a ?

5.21. Cho duong tron (0) di qua ba dinh 4, B va C cta mdt tam giac can tai 4. Ching minh rang duong
thang di qua 4 va song song v6i BC 1a mot tiép tuyén cia (O)

5.22. Cho goc xOy véi duong phan giac Ot va diém A trén canh Ox, diém B trén canh Oy sao cho
0OA = OB . Puong thang qua 4 va vudng goc véi Ox cat Ot tai P. Chimg minh rang OA va OB 14 hai tiép
tuyén cét nhau cta duong tron (P;PA).

5.23. Cho S4 va SB 14 hai tiép tuyén cat nhau cta duong tron (O)(4 va B 1a hai tiép diém). Goi M 1a
mot diém tuy y trén cung nhd 4B . Tiép tuyén cta (O) tai M cit SA tai E vacat SB tai F .

a) Ching minh rang chu Vi ctia tam gidc SEF bang SA+ SB.

b) Gia stt M 1a giao diém cta doan SO véi dudng tron (O). Chimng minh ring SE = SF .

C. CAC DANG TOAN

Dang 1. Xac dinh vi tri twong ddi ciia dwong thing va dwong tron

Vi du 1. Cho duong thang a va mot diém O cach a mot khoang 7cm . Hay xéac dinh vi tri twong dbi cua
a vdi cac duong tron sau:

a) Buong tron (O;5cm);

b) Buong tron (O;7cm);

¢) buong tron (O;9cm).

Vi du 2. Xac dinh vi tri twong d6i ciia dudng thang a dén duong tron (O;7cm ) néu khoang cach tir O
dén a bang:

a) 4cm;

b) 9cm;

c) 7cm.



Vi du 3. Cho duong thang a va mot diém O cach a mot khoang 4cm . V& dudng tron tim O ban kinh
Scm.

a) Giai thich vi sao a va (O) cit nhau.

b) Goi B va C la céac giao diém cia dudng thang a va duong tron (O;5cm). Tinh do dai day BC.

Vi du 4. Trong hinh v&, mép ngoai cira ra vao c¢6 dang mot phan ctia duong tron ban kinh 1, 6m. Hay
tinh chiéu cao HK cua cta dé, biét AH=0,9m .

Dang 2. Chirng minh dwong thang 12 tiép tuyén cia dwong tron

Vidu 1. T diém A nidm ngoai dudng tron (O;R) v& tiép tuyén AB(B la tiép diém). Ldy mot diém C
trén dudng tron sao cho AC = AB . Chitng minh rang AC 1a tiép tuyén cta duong tron (O).

Vi du 2. Cho tam gidc ABC c6 AB=3;AC =4 va BC =5. Chimg minh rang dudng thing AC la tiép
tuyén ctia dudng tron (B;3).

Vi du 3. Cho duodng tron (O) va diém 1 & ngoai duong tron. Goi M 14 giao diém cua duong tron tim
K duong kinh IO va duong tron (O) . Ching minh duong thang IM 14 tiép tuyén cua (O) tai M .

Vi du 4. Cho A 13 mot diém thudc duong tron (0),M 1a mot diém thudc tiép tuyén cua (O) tai A (M
khac A).Dudng tron tim M ban kinh MA cit O) tai B(B khac A). Ching minh rang MB 1a mét
tiép tuyén cua (O).

Vi du 5. Cho duong tron (O) diay BC khac duong kinh, qua O ké duong thang vudng goc véi BC cat
tiép tuyén tai B ctia duong tron & A . Ching minh ring AC 1a tiép tuyén ctia duong tron (O).

Vi du 6. Cho dudng tron tim O, duong kinh AB. Ké tiép tuyén tai B véi duong tron (O), trén tiép
tuyén lay P . Qua A ké duong thang song song v6i OP cat (O)tai Q. Ching minh PQ 14 tiép tuyén cua
duong tron (O).

Vi du 7. Cho tam gisc ABC cén tai A, duong cao AH va BK cit nhau tai 1. Chimg minh rang HK 1a
tiép tuyén ctia dudng tron duong kinh Al.

Vi du 8. Cho dudng tron (O) di qua ba diém A,B va C cua mot tam giac can tai A . Chimg minh ring
duong thing di qua A va song song v6i BC 12 mot tiép tuyén cua (O).

Vidu 9. Trong hinh vé, AB=9, BC=12,AC=15 va BC la duong kinh cta duong tron (O) . Ching
minh AB 12 tiép tuyén ctia dudng tron (O).

Vi du 10. Cho goc xOy véi duong phan giac Ot va diém A trén canh Ox , diém B trén canh Oy sao
cho OA = OB. Puodng thing qua A va vudng goc vi Ox cat Ot tai P. Chung minh raing OA va OB
1a hai tiép tuyén cat nhau cua dudng tron (P;PA).

Vidu 11. Cho SA va SB 14 hai tiép tuyén cit nhau ctia dudong tron (O) ( A va B 13 hai tiép diém).
Goi M 1a diém tuy ¥ trén cung nho AB. Tiép tuyén ctia (O) tai M cit SA tai E va cat SB tai F.

a) Ching minh rang chu vi ctia tam gidc SEF bang SA +SB.

b) Gia sit M 14 giao diém cua doan SO véi duong tron (O) . Ching minh rang SE =SF.



Vi du 12. Cho diém A nam ngoai dudng tron (O;R). V& duong tron duong kinh AO cat duong tron
(O;R) tai hai diém B va C.

a) Chimg minh AB va AC la céc tiép tuyén ctia duong tron (O;R).

b) Chimng minh AB=AC.

c¢) Xac dinh tia phan giac cua BAC va BOC.

Vi du 13. Cho dudng tron (O) duong kinh AB. C 12 mot diém nim trén dudng tron (O), céc tiép
tuyén ctia duong tron tai A va C cit nhau & D . Goi H 14 hinh chiéu ctia cia C trén AB va I 1a giao
diém cta BD va CH . Chimg minh rang CI = HI.

Vi du 14. Tir diém P ndm ngoai duong tron (O;R) v& hai tiép tuyén PA, PB(A,B 1a cic tiép diém).
Goi H 1a chan dudng vudng goc ké tir A dén duong kinh BC . Ching minh rang PC cit AH tai trung
diém I cua AH

Vi du 15. Tir mot diém A & bén ngoai duong tron (O), ké hai tiép tuyén AB va AC véi duong tron.
Tir mot diém M trén cung nho BC ké mot tiép tuyén thir ba cat hai tiép tuyén kia tai P va Q. Chung
minh rang khi M chuyén dong trén cung BC thi chu vi tam giac APQ c¢6 gia tri khong doi.

Vi du 16. Cho duong tron ( It ) ndi tiép A~ABC, cac tiép diém trén cac canh AB,BC,CA lan luot la
D,E,F. Chimg minh ring: 2AD = AB + AC - BC(*)

Vi du 17. Cho nira duong tron (O;R) duong kinh AB, tir A va B v& hai tiép tuyén Ax va By. Mot
diém M di dong trén ntra dudng tron nay, qua M vé tiép tuyén thir ba cit Ax va By lan luot tai C va
D . Xac dinh vi tri cia diém M trén nira dudng tron (O) sao cho 3AC + BD nho nhat.

Vi du 18. Cho nira dudng tron (O;R) duong kinh AB. M 14 diém bat ki thudc nira duong tron, ké MH
vuong goc véi AB(H thudc AB). V& duong tron tim M ban kinh MH . K¢ céc tiép tuyén AC,BD véi
dudng tron tim M(C,D 14 céc tiép diém )

a) Chung minh ba diém C,M,D thang hang va CD 14 tiép tuyén cua (O).

b) Chimg minh rang khi M di chuyén trén nira duong tron (O) thi AC + BD khéng dbi.

| Dang 3. Tinh todn

Vi du 1. Trong hinh v&, AB 1a tiép tuyén cta duong tron (O) tai B.

a) Tinh ban kinh r cia duong tron (O ).

b) Tinh chiéu dai canh OA ciia tam giac ABO.

Vi du 2. Cho diém M nim ngoai dudng tron ( I;6cm ) va ME,MF 14 hia tiép tuyén ctia duong tron
ndy tai E va F. Cho biét EMF=60".



a) Tinh s6 do EMI va EIF.

b) Tinh d¢ dai MI.

Vi du 3. Cho dudng tron (O;6¢cm).M nam ngoai dudng tron sao cho OM =10cm . Tir M ké hai tiép
tuyén MA,MB dén duong tron (A, B 1a hai tiép diém). Tinh d6 dai cdc canh clia tam gidc MAB.

Vi du 4. Cho dudng tron (O;5cm). Piém M nam ngoai (O) sao cho hai tiép tuyén MA va MB(A,B
1 hai tiép diém) vudng goc véi nhau tai M .

a) Tinh d¢ dai cia MA va MB.

b) Qua giao diém I cua doan théng MO va duong tron (O), v€ mot tiép tuyén cit MA,MB lan luot tai
C,D. Tinh 40 dai cua CD.

Vi du 5. Cho dudng tron (O), diém M nim ngoai (O) sao cho MA va MB 1a hai tiép tuyén (A,B 1a
hai tiép diém) thoa man AMB = 60" . Biét chu vi tam giac MAB 14 18cm, tinh d6 dai day AB.

Vi du 6. Cho diém A nim ngoai duong tron (O;R) véi OA =2R . V& hai tiép tuyén AB,AC dén
duong tron ( B,C 12 tiép diém). Ching minh ring aABC déu va tinh cic canh ctia n6 theo R.

Vi du 7. Tir diém M nam ngoai dudng tron (0), MO =13cm , v& hai tiép tuyén MA,MB(A,B 1a cic
tiép diém).

a) Tinh d6 dai MA, MB.

b) Cho C 1a diém bat ki thudc duong tron (O) va nam trong goc AOB . Tiép tuyén tai C cua duong
tron cat MA tai N va cat MB tai P. Tinh chu vi tam giac MNP.

Dang 4. Toan thue té

Vi du 1. Banh da ciia mdt dong co dugc thiét ké co dang 1a mdt dudng tron tdm O, ban kinh 15cm

duoc kéo bdi mot day curoa. Truc cua mo to truyén luc duoc biéu dién bsi diém M (hinh v¢&). Cho biét

khoang cach OM 1a 35cm.

a) Tinh d¢ dai cta hai doan day curoa MA va MB (két qua lam tron dén hang phan mudi).

b) Tinh sb do AMB tao boi hai tiép tuyén AM,BM va sb do AOB (két qua lam tron dén phut).

Vi du 2. Trong hinh v&, mit cat cia Trai Dat c6 thé xem la duong tron tim O ban kinh R = 6400km .

T diém A nam & d6 cao h so véi muc nude bién, mot nguoi co thé théy xa nhat dén diém B trén (O)

sao cho AB 1a tiép tuyén ( O). Khoang cach AB khi d6 dwoc goi 1a tim nhin xa tir diém A . Tinh AB

néu h=20m.

Vi du 3. Trong hinh v&, dé tau khong trat banh ray khi chuyén huéng tir dudng ray thang XA sang

duong ray thang YB, doan day ndi duoc thiét ké 1a mot phan ciia dudng tron (O) tiép xuc véi XA tai

A va BY tai B. Biét goc chuyén huéng cta tau 1a AMB =105 va khoang céch gitra hai diém A va

B 1a 730m. Tinh ban kinh ctia duong tron (O), 1am tron két qua dén don vi mét.

D. BAI TAP TU LUYEN

Bai 1. Cho a//b va cach nhau mot khoang 13 2 cm. Ly diém O € a, v& duong tron (0;2cm) . Chimg
minh rang dudng tron nay tiép xuc v4i dudng thing b .

Bai 2. Cho dudng thang xy di qua diém A4 nam trong dudng tron (O;R). Chimg minh rang dudng thing

xy va dudng tron (O;R) cit nhau.



Bai 3. Cho hai duong thing @ va b song song véi nhau, cich nhau mot khoang 1a / . Mot dudng tron (0)
tiép xtic v6i @ va b . Hoi tim O di dong trén duong nao?

Bai 4. Cho duong tron (O;2cm) va mét diém A chay trén duong tron d6. T A vé tiép tuyén xy. Trén
xy ldy mot diém M sao cho AM = 23 cm. Héi diém M di dong trén duong nao?

Bai 5. Cho duong tron (O;R) va day 4B =1,6R. V& mot tiép tuyén song song véi AB ; cit cac tia OA,
OB theo thu ty tai M va N . Tinh dién tich tam gidc OMN .

Bai 6. Cho duong tron (O;R) ¢6 duong kinh AB. V& ddy AC sao cho AC=R . Goi I 1a trung diém

ctia diy AC. Puong thang OI cit tiép tuyén Ax tai M . Ching minh rang:

a) ACB ¢6 s6 do béng 90°, tir d6 suy ra do dai cia BC theo R;

b) OM la tia phan giac cta 667\;

¢) MC la tiép tuyén cua dudng tron (O;R).

Bai 7. Cho ntra dudng tron (O;R) duong kinh AB. Ké céc tiép tuyén tai A va B voi ntra duong tron.

Qua diém M thudc nira duong tron ( M khac A va B ) ké tiép tuyén thi ba cit cac tiép tuyén tai A va
B lanluot tai C va D.

a) Chimg minh rang: CD=CA +BD; COD=90".

b) Chiing minh ring AB 1a tiép tuyén cuia duong tron duong kinh CD .

Bai 8. Cho duong tron (O;R) duong kinh AB va cac duong thang m, n,p 1an luot tiép xtc voi dudng
tron tai A,B,C (hinh v€). Chiing minh:

a) AD+BE=DE;

b) @:%&TA va cﬁ:%c’cﬁz;

¢) Tam giac ODE vuodng;
d) OD.OE _ R
DE

Bai 9. Cho duong tron tdm I ndi tiép AABC, cac tiép diém trén cac canh AB,BC,CA lan luotla D,E,F
.Qua D ké dudng thang song song véi BC cit EF tai N va AE tai M. Chung minh rang: M 14 trung
diém cua DN,

Bai 10. Cho goc X/O\y= 60" . Puong tron tim K ban kinh R tiép xtic voi Ox tai A va Oy tai B. Tir
diém M trén cung nho AB, v& tiép tuyén v6i dudng tron, tiép tuyén nay cat Ox,Oy lan luot tai C va
D.

a) Tinh chu vi aCOD theo R. Chimg t6 chu vi d6 khong d6i khi M chay trén cung nhd AB.

b) Chung t6 s6 do CKD khong d6i khi M chay trén cung nho AB.

Bai 11. Cho tam giac ABC vudng tai A . Goi R,r lan lugt 1a ban kinh dudng tron ngoai tiép, ndi tiép
tam giac ABC . Chung minh rang: AB+AC =2(R +r).

Bai 12. Cho nira duong tron (O;R) duong kinh AB tir A va B vé hai tiép tuyén Ax va By . Mot
diém M di dong trén nira duong tron ndy qua M vé tiép tuyén thir ba cat Ax va By lan lugt tai C va
D . Hay x4c dinh vi tri cia diém M trén nira dudng tron (O;R) sao cho AC+BD nho nhit.



Bai 13. Cho dudng tron (O;R) mot duong thang d cit duong tron (O) tai hai diém D va E. Mot diém
A di dong trén duong thang d va A nam ngoai duong tron (0), ké hai tiép tuyén AB,AC dén duong
tron (B, C 1a hai tiép diém). Goi I 14 trung diém ctua DE , dudng thiang OI cit dudng thang BC tai N.
Chung minh rang: Khi A di dong trén duong thang d thi BC ludn di qua mot diém cb dinh.

Bai 14. Cho duong tron (O) ndi tiép aABC ,cac tiép diém trén cac canh AB,BC,CA lan lugt 1a M, N
va S

a) Chimg minh rang: AB+AC—-BC =2AM.

b) Cho AB=4cm,BC=7cm va CA =5cm. Tinh cac doan théng AM,BM va CS

Bai 15. Cho tam giac ABC vuong tai A ¢c6 AB=6cm,AC=8cm. Goi [ 1a tdim cua dudong tron ndi
tiép AABC. Tinh ban kinh ctia duong tron tam 1.

Bai 16. Cho tam gidc ABC cantai A c6 AB=AC=10cm,BC=12cm, va I 1a tdm ctia dudong tron ndi
tiép aABC. Tinh ban kinh ctia duong tron (I).

Huwoéng din: Theo bai 36. Dé tinh ban kinh dudng tron noi tiép aABC ta tinh dién tich ctia tam giac (S)
va

ntra chu vi (p).

Bai 17. Cho tam gidc ABC cantai A c6 AB=AC=13cm,BC=10cm. Goi O la thm dudng tron ngoai
tiép tam giac ABC. Tinh ban kinh ctia duong tron (O).

Bai 18. Quan sat hinh v&. Biét AB,AC lan luot 14 tiép tuyén cta dudng tron (O) tai B,C . Tinh gia tri

cua x.



BAI 17. VI TRi TUONG POI CUA HAI PUONG TRON.

A. KIEN THUC CO BAN cAN NAM
1. HAI PUONG TRON CAT NHAU

Tim hiéu hai dwong tron cit nhau

Néu hai dudng tron c6 dung hai diém chung thi ta n6i d6 1a hai duong tron cat nhau. Hai diém chung goi 1a
hai

giao diém cua chung.

Nhén xét : Hai dudng tron (O,R) va (O;R) cat nhaukhi R—R'<OO'<R+R'; (R>R).

Vi du 1. Cho hai diém O va O’ sao cho OO’ =5 cm. Hiy gidi thich tai sao hai duong tron (0;4 cm) va
(0';3 cm) cét nhau.

2. HAI PUONG TRON TIEP XUC NHAU

Tim hiéu hai dwong tron tiép xiic nhau

Néu hai duong tron c6 duy nhat mot diém chung thi ta néi d6 14 hai duong tron tiép xtic nhau. Piém chung

e A
aj

b)

Tiép xiic ngodi Tiép xtic trong

goi la tiép diém cua ching.

Hinh 5.34
Chi y: Nguoi ta con phan biét hai truong hop: hai duong tron tiép xtc ngoai (H.5.34a) va hai duong tron
tiép xuc trong (H.5.34b).
Nhén xét
1) Ta nhan thay: Hai duong tron (O;R) va (O';R’) tiép xtc ngoai khi OO =R+ R’', va tiép xuc trong khi
OO'=R-R';(R>R').
2) Néu hai dudng tron tiép xtic v6i nhau thi tiép diém thing hang vai hai tam.
Vi du 2. Cho hai diém O va O’ sao cho OO0'=5 cm. Giai thich tai sao hai dudng tron (0;3 cm) va

(O’; 2 cm ) tiép xtc véi nhau. Ching tiép xuc trong hay tiép xtic ngoai?

3. HAI PUONG TRON KHONG GIAO NHAU

Tim hiéu hai dwong tron khong giao nhau

Néu hai dudng tron khong c6 diém chung nao thi ta néi d6 1a hai duong tron khong giao nhau.

Chu y: Nguoi ta con phan biét hai truong hgp: hai duong tron ngoai nhau (H.5.36a) va duong tron nay
dung

duong tron kia (H.5.36b).



a) Hai dudng tron ngodinhau  b) (O) dung (O')
Hinf1 5.36
Nhén xét: Ta nhan thay:
Hai dudng tron (O;R) va (O';R') ngoai nhau khi OO'>R+R'.
Duong tron (O;R) dung duong tron (O;R') khi R >R’ va OO’ < R—R'. Dic biét, khi O trung v6i O’
va R#R thi ta co hai duong tron dong tam.
Vi du 3. Xac dinh vi tri trong ddi cua hai duong tron (0; 3cm ) va( 05 cm ), biét ring OO’ >8 cm.

B. BAI TAP SACH GIAO KHOA
5.24. Hinh 5.37 cho thay hinh dnh cta nhiing duong tron qua céch trinh bay mot s6 san phim may tre dan.

Bang cach danh so cac duong tron, em hay chi ra mot vai cdp dudng tron cat nhau va vai cdp dudng tron
khong giao nhau.

Hinh 5.37

5.25. Cho hai diém O va O’ cach nhau mot khoang 5 cm. Mdi dudng tron sau day c6 vi tri twong ddi nhur
thé nao ddi véi dudng tron (0;3 cm).

a) Pudng tron (0';3 cm)

b) Pudng tron (O';1 cm)

¢) Pudng tron (0';8 cm).

5.26. Cho ba diém thang hang 0,4 va O'. Vi mdi truong hop sau, hdy Viét hé thic gitta cac do dai
00,04 va 0'A rdi xét xem hai duong tron (0;04) va (0;,0'4) tiép xuc trong hay tiép xuc ngoai véi
nhau; v& hinh dé khang dinh du doan ctia minh.

a) biém 4 nam gitra hai diém O va O';

b) biém O nam giua hai diém 4 va O';

c) biém O’ nam gitra hai diéem 4 va O.

5.27. Cho hai dudng tron (O) va (0) tiép xtc ngoai v4i nhau tai 4. Mot duong thang qua A cat (0) tai
B va cit (0') tai C. Ching minh rang OB//0'C .

C. CAC DANG TOAN

Dang 1. X4ac dinh vi tri twong ddi ciia hai duwdng tron

Vi du 1. Cho hai diém O va O’ cach nhau mét khoang 5 cm. Mdi duong tron sau day c6 vi tri twong ddi

nhu thé nao déi véi duong tron (O;3cm).




a) Buong tron (O'; 3cm) ;

b) Buong tron (O'; lcm);

¢) Buong tron (O';8cm).

Vi du 2. Xac dinh vi tri twong d6i cua hai dudng tron (O, R) va (O'; R) trong moi trudng hop sau:

a) 00'=12; R=5; R' =3;

b) OO'=8; R=5; R'=3;

c) OO'=7,R=5;, R =3;

d) OO'=0;, R=5;, R'=4;

e) OO'=3; R=4; R'=7

Vi du 3. Cho hai diém O va O’ sao cho OO’ =3 cm .Giai thich tai sao hai duong tron (0,8cm) va
(O'; SCm) tiép xtic nhau. Chiing tiép xuc trong hay tiép xtc ngoai?

Vi du 4. Xac dinh vi tri ctia hai duong tron (0;3cm) va (0';20m) biét 00" >5 cm.

Vi du 5. Cho hai diém O va O’ sao cho OO’ =2 cm . Xéc dinh vi tri cta hai dudng tron (O;5cm) va
(O';r) biét r <3 cm.

Vi du 6. Cho ba diém thang hang 0,4 va O'. Vi mdi truong hop sau, hiy viét hé thirc giira cac do dai
00,04 va O'4 r6i xét xem hai duong tron (0;04) va (0';0'4) tiép xuc trong hay tiép xtic ngoai véi
nhau; v& c4c hinh dé khéng dinh du doan cia minh.

a) Piém A nam giita hai diém O va O';

b) Diém O nam gitra hai diém O va 4;

¢) Piém O’ nam giita hai diém O va 4.

Vi du 7. Cho hai duong tron (O) va (O') tiép xtic ngoai véi nhau tai 4. Mot duong thdng qua A4 cat
(O) tai B vacit (0') tai C. Chimg minhring OB//O'C .

Vi du 8. Cho ntra dudng tron (O) duong kinh 4B . Trén cung nira mit phang bd 4B, vé& nira duong
tron tdim O" duong kinh OA .

a) Xac dinh vi tri trong dbi ciia dudng tron (O) va dudng tron (O').

b) V& day cung AC cua nira dudng tron (O) cét nira dudng tron (O') tai D. Chimg minh OC va OD
song song v&i nhau.

Vi du 9. Cho doan thing OO’ va diém 4 nam giita hai diém O va O'. V& duong tron (O;04) va
dudng tron (0';0'4). Qua A vé duong thang cit (O) tai B vacit (O') tai C.

a) Chimg minh rang (0) va (O') tiép xtic nhau.

b) V& duong kinh BD cua (O) va CE cua (O'), chimg minh rdng D, 4,E thang hang.



Vi du 10. Cho hinh binh hanh ABCD(AB > AD). V& dudng tron thm A ban kinh 4D, duong tron (A)
cat AB tai E. V& duong tron tim B ban kinh BE, duong tron (B) cit duong thang DE tai F . Ching
minh duong tron (A; AD) va (B, BE ) tiép xtic voi nhau va ba diém F, B,C thang hang.

Vi du 11. Cho duong tron (O) duong kinh BC. Mgt day AD vudng goc voi BC tai H . Goi E, F theo
thir twr 14 chén céc dudng vudng goc ké tir H dén AB, AC. Goi (1) va (K) lan luot 1a cdc duong tron
ngoai tiép cac tam gidc HBE va HCF . Xac dinh vi tri twong ddi ctia duong tron (1 ) va (0) ; (K ) va
(0): (1) vi (K).

Vi du 12. Cho dudng tron tim O dudng kinh AB . Mot diém C (khac 4, B) nam trén duong tron. Tiép
tuyén Cx cua duong tron cét tia AB tai I, phan giac ctia goc CIA cat OC tai O'.

a) Xac dinh vi tri tvong d6i cua dudng tron (O) va dudng tron (0;0'C).

b) Chimg minh ring dudng tron (050C) tiép xtic véi AB.

Vi du 13. Cho dudng thang OO’ =13cm . Dung dudng tron (O;12cm) va (0';5cm).

a) Xac dinh vi trf trong dbi cua hai duong tron (0) va (0).

b) V& duong kinh AC cua (O) va AD cua (O’). Chimng minh ba diém C, B, D thing hang.

Dang 2. Tinh toan

Ap dung tinh chit ciia hai dwong tron tiép xiic

Vi du 1. Cho duong tron (O; 3cm) va duong tron (O'; lcm) tiép xtic ngoai nhau tai 4, v& hai ban kinh
OB va O'C song song v&i nhau va ciing thuéc mét phang co bd 1a 00’ .

a) Tinh BAC ;

b) Goi / 14 giao diém ciia BC va OO'. Tinh OI .

Vi du 2. Cho dudng tron (O;5cm) va duong tron (O';3cm) tiép xuc ngoai nhau tai 4. Mot duong

thang qua A hop véi 00’ mét goc 30° cit (0) tai B va (O') tai C.

a) Ching minh AOB = A0'C va OB//0'C.

b) Tiép tuyén tai C cua (O') cét OO’ tai D. Tinh CD,0'D.

Vi du 3. Cho duong tron (O;R) dudng kinh AB. Goi S 1a trung diém ctia O4 vé duong tron tim S di
qua 4.

a) Chimg minh dudng tron (O) va dudng tron (S) tiép xtc nhau tai 4.

b) Mot dudng thang di qua A cét duong tron (S) tai M vacit (O) tai N (M, N khic A4) chimg minh
SM //ON .

¢) Goi / 1a trung diém ciia ON , dudng thang A/ cit NB tai K .Chung minh ring BK = 2KN .

Vi du 4. Cho dudng tron (K) c¢6 duong kinh BC. Goi D la trung diém ciia KC va [ la tim duong
tron ¢6 duong kinh BD.




a) Ching té duong tron (K ) va (I ) tiép xtic nhau.
b) Qua B v& duong thiang (khong triung véi BC) cét (K) tai 4 va cét (1) tai E . Chimg to rang
KA/ IIE vatisé S4 khong dbi.

DE
Vi du 5. Cho duong tron (0;4cm) va (O';3cm) va doan ndi tim OO’ =5c¢m .
a) Ching té duong tron (0) va (0') cit nhau tai hai diém 4 va B.
b) Tinh d¢ dai 4B.
¢) Goi AC, AD lan lugt la dudng kinh cua duong tron (O) va (O'). Ching minh ring C,B,D thing
hang.
Vi du 6. Cho hai duong tron (O;10cm) va (O';17cm) cdt nhau tai hai diém 4 va B, biét AB=16cm.
Tinh 36 dai doan OO'.
Vi du 7. Cho hai dudng tron (O) va (O') cét nhau tai hai diém 4 va B. V& hinh binh hanh OBO'C.
Ching minh rang AC//00' .

D. BAI TAP TU LUYEN
Bai 1. Cho hai dudng tron (O) va (O') tiép xtc ngoai tai A. K& tiép tuyén chung ngoai BC,

Be (0) ,Ce (O'). Tiép tuyén chung trong tai 4 cit tiép tuyén chung ngoai BC tai I .

a) Chimg minh BAC = 90°.

b) Tinh s6 do 0IO"

¢) Tinh d6 dai BC, biét O4 =9cm, O' A =4cm .

Bai 2. Cho hai dudng tron (0;20cm) va (O';15cm) cét nhau tai 4 va B. Tinh doan ndi tim OO' biét

rang AB =24cm.

(Xét hai truong hop: O va O' nam khéc phia d6i véi 4B; O va O' nam cung phia d6i véi AB;.)

Bai 3. Cho duong tron (O) ban kinh OA va duong tron (O') duong kinh OA.

a) Hay xac dinh vi tri cia hai dudong tron (O) va (0') .

b) Day AD cua dudng tron 16n cit dudng tron nho & C. Chimg minh rang: AC = CD.

Bai 4. Cho ba dudng tron tam O, Oz,, O3 f:ﬁng ¢6 ban kinh R va tiép xtic ngoai véi nhau d6i mot. Tinh

dién tich tam giac c6 ba dinh 1a ba tiép diém.

Bai 5. Cho hai dudng tron (O) va (O') tiép xtc véi nhau tai A. Qua A v& mot cat tuyén cit dudng
tron (O) tai B va cit dudng tron (O’) tai C. Tir B vé tiép tuyén xy véi dudng tron (O). Tir C vé dudng
thang uv//xy. Chimg minh rang uv 1a tiép tuyén ctia dudong tron (O).

Bai 6. Cho hai duong tron (O; 17) va (O’; 10) cit nhau tai A va B. Biét OO’ =21, tinh AB.

Bai 7. Cho hinh vuéng ABCD. V& duong tron (D; DC) va dudng tron dudng kinh BC. Chung cét nhau tai
mot diém thir hai 1a E. Tia CE cat AB tai M, tia BE cit AD tai N. Chitng minh rang:

a) N la trung diém cua AD.



b) M 1a trung diém ctia AB.

Bai 8. Cho goc vudng xOy. Liy cac diém I va K th ty trén cac tia Ox va Oy. V& dudng tron (I; OK) cét
tia Ox tai M (I nam gitra O va M). V& duong tron (K; OI) cit tia Oy tai N (K nam giita O va N)
a) Chung minhhai dudng tron (I) va (K) ludn cét nhau
b) Tiép tuyén tai M ciia duong tron (I), tiép tuyén tai N ctia duong tron (K) cat nhau tai C. Chirng minh
tor giac OMCN 12 hinh vudng
¢) Goi A, B 1a céc giao diém cua (I) va (K) trong d6 B & mién trong goc xOy. Chirng minh ba diém A,
B, C thang hang
d) Gia sir I va K thir tyr di dong trén céc tia Ox va Oy sao cho OI + OK = a khong d6i. Ching minh
duong thing AB ludn di qua mot diém cb dinh

Bai 9. Cho doan thang OO’ = 4cm. V& cac duong tron (O; 2cm) va (O’; lem)
a) Hay xac dinh vi tri twong dbi giita hai duong tron do.

b) Dung duong tron (I; 1,5cm) tiép xic ngoai v6i hai duong tron (O) va (O”)



LUYEN TAP CHUNG
A. VI DU SACH GIAO KHOA
Vidy 1: Cho hai duong tron (O,R) va (O';R’) cit nhau tai 4 va B.Goi M la diém ddi ximg véi 4
qua O, N la diém dbi xting véi 4 qua O'.
a) Chimg minh rang M e (O),N € (O) vabadiém M,B,N thang hang.
b) Ching minh rang duong thang MN tiép xuc v6i dudng tron dudng kinh 4B .
Viduy 2. Cho hai duong tron ngoai nhau (O;R) va (O';R') véi gia thiét R > R'. Mot dudng thing d tiép
xtc v6i (O;R) tai A vatiép xtic v6i (O';R') tai B sao cho O va O’ ndm cung phia ddi véi d . Gia st d
cit duong thing OO’ tai diém P (Hinh 5.39).

..+ PO R
a) Chimg minh ran =—
) g 8 PO'" R

b) Goi A’ 1a diém ddi ximg v6i 4 qua OO’ . Chimg minh rang duong thang P4’ tiép xuc voi (0) va voi
(0).

B. BAI TAP SACH GIAO KHOA
5.28. Cho hai dudng thing a va b song song v6i nhau, diém O nam trong phin mat phing & gitra hai

duong thang d6. Biét ring khoang cich tr O dén a va b lan lugt bang 2cm va 3cm
a) Héi ban kinh R cua duong tron (O,R) phai thoa man diéu kién gi dé (O;R) cit ca hai dudng thiang a
va b ?

b) Biét rang dudng tron (O;R) tiép xuc véi duong thang a . Hay xac dinh vi tri tvong di cua duong tron
(O;R) va duong thang b .

5.29. Khi chuyén dong, gia sur dau miii kim dai ctia mot chiéc déng hd vach nén mot duong tron, ki hiéu l1a
(T1), trong khi ¢au miii kim ngén vach nén mot duong tron khéc, ki hiéula ( 72 ).

a) Hai duong tron (T1) va (72) c6 vi tri tuong d6i nhu thé nao?
b) Gia st ban kinh cua (71) va (T2) lan lugt la R, va R,.Nguoi ta v& trén mgt dong hd mot hoa tiét hinh
tron ¢6 tAm nam cach diém truc kim dong hd mot khoang bang %Rl va ¢ ban kinh bang %RZ. Hay cho

biét vi tri twong dbi ctia dudng tron ( T3 ) d6i voi mdi duong tron ( 1 ) va ( T2 ). V& ba dudng tron do

néu R, =3cm va R, =2 cm.

5.30. Cho duong tron (0) duong kinh 4B | tiép tuyén xx’ tai 4 vatiép tuyén yy' tai B cua (0) Mot

tiép tuyén thr ba cua (0) tai diém P(P khac 4 va B) cat xx’ tai M vacat yy'tai N.



a) Chimg minh rang MN = MA + NB.

b) Puong thang di qua O va vudng goc voi AB cit NM tai Q. Chimg minh rang Q 1a trung diém cia
doan MN .

¢) Ching minh rang AB tiép xtc voi dudng tron duong kinh MN .

5.31. Cho hai duong tron (O) va (O) tiép xtc ngoai v6i nhau tai 4 va cung tiép xtc véi dudng thang d
tai B va C (khac 4 ), trongdé Be(O) va Ce(O0). Tiép tuyén cia (O) tai 4 cit BC tai M . Chimg
minh rang;

a) Puong thang MA tiép xuc voéi (0) ;

b) Piém M 14 trung diém cta doan thang BC tir d6 suy ra ABC 1a tam giac vudng.

C. BAI TAP THEM

Bai 1. Cho hinh thang vuéng ABCD(:G\! =D= 90°),AB =4cm, BC =13cm va CD=9cm. Tinh AD va
ching minh rang duong thang AD tiép xtc véi duong tron c6 duong kinh 1a BC .

Bai 2. Cho diém O céch duong thang ¢ 1a 6cm. V& dudng tron (O,10cm).
1. Chiing minh rang (O) c6 hai giao diém v&i duong thang d.
2. Goi hai giao diém néi trén 1a B va C . Tinh dién tich tam giac OBC .

Bai 3. Cho hinh vuéng ABCD, liy diém E trén canh BC va diém F trén canh CD sao cho
AB =3BE =2DF . Chimg minh EF tiép xtc voi cung tron tim A , ban kinh AB .

Bai 4. Cho duong tron (O; R)vaday 4B = 8?R . V& mot tiép tuyén song song voi AB , cit cac tia 04, 0B

theo thir tu tai M va N . Tinh dién tich tam giac OMN.

Bai 5. Cho x/O\y =90°. Lay cic diém I, K theo thi tu trén cac tia Ox , Oy . V& duong tron (I ;OK ) cit

tia Ox tai M (I nam gita O va M ). V& dudng tron (K;OI) cit tia Oy tai N (K nam gitta O va N

).

1. Ching minh hai dudng tron (/) va (K) ludn cat nhau.

2. Tiép tuyén tai M ciia duong tron (/) va tiép tuyén tai N ciia duong tron (K) cat nhau tai C . Chimg
minh tr gidc OMCN 1a hinh vudng.

3. Goi giao diém ciia hai dudng tron (/) va (K) 1a 4 va B. Chimg minh ba diém 4, B, C thang
hang.

4. Gia st I va K theo thir tw di dong trén Ox va Oy sao cho OI + OK = a khong d6i. Ching minh rang
duong thang 4B ludn di qua mét diém cd dinh.

Bai 6. Cho duong tron (0) va mot diém A trén duong tron d6. Trén doan 04 1iy diém B sao cho

OB = %OA . V& duong tron duong kinh 4B .

1. Chirng minh dudng tron dudng kinh AB tiép xuc voi dudng tron (O)



2. V& duong tron dong tim O véi duong tron (O) cho trudc, cat duong tron duong kinh 4B tai C. Tia
AC cit hai dudng tron ddng tim tai D, E (D nam gitta C va E ). Ching minh 4C =CD = DE .
Bai 7. Cho duong tron (O) duong kinh 4B, diém C nam gitta 4 va O. V& dudng tron () c6 dudng
kinh CB.
1. Xét vi tri twong doi cua hai dudng tron (0) va (1).
2.Ké day DE cua duong tron (0) vudng goc voi AC tai trung diém H cta AC . Tt giac ADCE 1a
hinh gi ? Vi sao?

3. Goi K giao diém cua DB va duong tron (I ) . Chimg minh ba diém E, C,K thing hang.
4. Ching minh HK 1a tiép tuyén cta duong tron (I ) .

Bai 8. Cho ba dudng tron (Ol), (02) , (03) c6 cung ban kinh R va cung di qua diém O. Goi giao diém
thtr hai cua tung cdp trong ba duong tronla 4, B, C. Chung minh

1. Puong tron di qua ba diém 4, B, Cc6 ban kinh bang R .

2. Ba dudng thing xac dinh boi tim clia mot dudng tron va giao diém ctia hai duong tron con lai cit nhau
tai mot diem.

Bai 9. Cho hai dudng tron (O;R)va (O} R') tiép xtic ngoai tai 4. V& tiép tuyén chung ngoai tiép xtc véi
(O) va (0’) lan lugt & Bva C. Tiép tuyén chung trong cit BC & I.Goi Eva F theo tht ty 1a giao diém
cua /Ova ABvacua IO'va AC.

1. Chimg minh 4, E, I, F cung thuoc mot duong tron. Xac dinh tdim K cua duong tron do.

2. Chimg minh JE.JO + IF.10' = %(ABZ +4C?).

3. Goi P la trung diém cia OA. Chimg minh PE tiép xuc véi (K )
4. Cho 00" cb dinh va c6 d¢ dai 1a 2a. Tim diéu kién cia R va R' dé dién tich tam giac ABC 16n nhat.
Bai 10. Cho dudng tron tim O duong kinh AB va mot diém C di dong trén doan 4B . V& cac duong
tron tAm / duong kinh 4C va duong tron tdim K duong kinh BC . Tia Cx vudng goc véi AB tai C,
cat (O) tai M . Doan thing MA cit duong tron (I) tai £ va doan thing MB cét duong tron tam (K )
tai F .

1. Chimg minh t&r gid&c MECF 1a hinh chit nhat va EF 1a tiép tuyén chung cua (1) va (K).

2. Cho AB =4cm , x4c dinh vi tri diém C trén AB dé dién tich t& giac IEFK 16n nhat.

3. Khi C khic O, dudng tron ngoai tiép hinh chit nhat MECF cit dudng tron (O) tai P (khac M),

duong thang PM cét dudng thang AB tai N . Chimg minh tam giac MPF dong dang véi tam gidc
MBN .

4. Chimng minh ba diém N, E,F thang hang.



BAI TAP CUOI CHUONG V
A. TRAC NGHIEM SACH GIAO KHOA
5.32. Cho duong tron (0;4 cm) va hai diém 4, B. Bit ring 04 =+/15 cm va OB =4 cm . Khi do:
A. Piém A nam trong ( O ), diém B nim ngoai ( O.
B. Diém 4 nimngoai (0), diém B nim trén (O).
C.Piém A4 nim trén (0), diém B nim trong (0)
D. Diém 4 ndm trong (O), diém B ndm trén (O).

5.33. Cho Hinh 5.43 , trong d6 BD la duong kinh, A0B = 40°; BOC =100" . Khi do:

Nal

Hinh 543

A.sd DC=80° vasd AD =220’
B.sd DC =280" vasd AD =220".
C.sd DC=280" vasd AD=140".
D.sd DC=80° vasd AD=140".
5.34. Cho hai duong tron (4; R, ),(B;R, ), trong d6 R, < R,. Biét rang hai dudng tron (4) va (B) cét nhau
(H.5.44). Khi d6:
C

AN
\/

Hinh 5.44
A. AB<R -R,.
B. R —R,<AB<R +R,.
C. AB>R +R,.
D. AB=R +R,.
5.35. Cho duong tron (O;R) va hai duong thang a, va a,. Goi d,,d, lan luot 1a khoang cach tir diém O

dén a, va a,. Biét rang (O) cat a, va tiép xic voi a,(H.5.45). Khi d6:



Hinh 5.45

A.d <Rvad,=R. B.d =R vad,<R.

C.d>Rvad,=R. D.d <R vad,<R.

B. TU LUAN SACH GIAO KHOA

5.36. Cho dudng tron (O) duong kinh BC va diém 4 (khac B va C ).

a) Chung minh rang néu 4 nam trén (0) thi 4ABC 1a mot tam giac vudng; nguoc lai, néu 4ABC 13 tam
gidc vudng tai 4 thi 4 ndm trén (O)

b) Gia sit 4 1a mot trong hai giao diém cua duong tron (B;BO) voi duong tron (O) Tinh cac goc cua
tam giac ABC'.

¢) Véi ciing gia thiét cau & , tinh d6 dai cung AC va dién tich hinh quat ndm trong (0) gi61 han boi cac
ban kinh 04 va OC, biét raing BC =6 cm.

5.37.Cho AB 1a mot day bat ki (khong phai la duong kinh) cta dudng tron (0;4 cm). Goi C va D lan
luot 1a cac diém ddi xing véi 4 va B qua tam O.

a) Hai diém C va D c6 nim trén dudng tron (O) khong? Vi sao?

b) Biét raing ABCD 1a mot hinh vudng. Tinh d6 dai cung 16n 4B va dién tich hinh quat tron tao boi hai
ban kinh O4 va OB.
5.38. Cho diém B nam giita hai diém 4 va C, sao cho AB=2cm va BC=1cm. V& cac duong tron

(A;I,S cm),(B;3 cm) va (C ;2 cm). Hay Xac dinh cac cap duong tron:
a) Cit nhau;

b) Khong giao nhau;

¢) Tiép xuc v6i nhau.

5.39. Cho tam gidc vuong ABC ( A vudng). V& hai duong tron (B;BA) va (C ; CA) cit nhautai 4 va A’
. Chting minh rang:

a) BA va BA' 1a hai tiép tuyén cét nhau cta duong tron (C ; CA).

b) CA va CA' 12 hai tiép tuyén cét nhau ctia dudng tron (B; BA) .

5.40. Cho hai duong tron (0) va (O) cat nhau tai 4 va B. Mot duong thang d di qua 4 cat (O) tai £
va cit (0’) tai F(E va F khac A).Biétdiém A4 nam trong doan EF . Goi I va K lan luot 13 trung diém

cua AE va AF(H.5.46).



E‘
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Hinh 546
a) Chung minh rang t giac OO'KI 1a mot hinh thang vudng.
b) Chimg minh rang K = %EF )
¢)Khi d & vitrinao ( d vinqua A )thi OO'KI 1a mot hinh chit nhat?
C. BAI TAP THEM
Bai 1. Cho duong tron (O) duong kinh BC va diém 4 (khéc B va C).
a) Chung minh ring néu 4 nim trén (O) thi ABC 1a mot tam giac vudng; nguoc lai, néu ABC 1a mot
tam giac vuodng tai 4 thi 4 nam trén (0)
b) Gid sir 4 1a mot trong hai giao diém ctia duong tron (B; BO) véi dudng tron (O). Tinh cac goc clia
tam giac ABC'.
¢) V&i cung gia thiét cdu b, tinh d6 dai cung AC va dién tich hinh quat ndm trong (0) gidi han boi cac
ban kinh 04 va OC biét ring BC =6 cm.
Bai 2. Cho tit dién A4BCD c6 B=D =90°.
a) Chung minh bon diém A,B,C,D cung nam trén mot dudng tron.
b) So sanh d6 dai cua AC va BD.
Bai 3. Cho 4B 1a day bat ki (khong phai 1a duong kinh) ctia duong tron (O;4cm). Goi C va D lan
luot 14 cac diém ddi xing véi 4 va B quatim O.
a) Hai diém C va D c6 ndm trén dudng tron (O) khong? Vi sao?

b) Biét réng ABCD 1a mdt hinh vudng. Tinh d¢ dai cung 16n 4B va dién tich hinh quat tron tao boi hai
ban kinh O4 va OB.

Bai 4. Cho hai duong tron (O;2cm) va (A4;2cm) cét nhau tai C,D, di€ém 4 nam trén dudng tron tim
0.
C

D
a) V& dudng tron (C;2cm).

b) Dudng tron (C;2cm) c6 di qua hai diém O va 4 khong? Vi sao?



Bii 5. Cho tam gi4c vuéng ABC (A vuéng). V& hai dudng tron (B;BA) va (C;CA) catnhau tai 4 va
A'. Ching minh rang:

a) BA va BA' 1a hai tiép tuyén cdt nhau cua dudng tron (C;CA).

b) CA va CA' 1a hai tiép tuyén cat nhau ciia dudng tron (B;BA).

Bai 6. Cho hai duong tron (O) va (O') cét nhau tai 4 va B. Mot duong thing d diqua 4 cét (O) tai
E va cit (O') tai F( E va F khac 4). Biét diém 4 nam trong doan EF . Goi [ va K lan luot 1a

trung diém ciia AE va AF.

a) Chig minh rang tr giac OO'KT 1a mot hinh thang vudng.
b) Chiing minh rang /K = %EF .

¢)Khi d & vi tri nao (d van qua 4 ) thi OO’KI 1a mot hinh chir nhat?

Bai 7. Cho diém B nam gitta hai diém A4 va C, sao cho 4B =2cm va BC =lcm. V& cac duong tron
(4;1,5¢m),(B;3cm),(C;2cm). Hay xac dinh cac cdp duong tron:

a) Cit nhau;

b) Khong giao nhau;

¢) Tiép xtic nhau,

Bai 8. Trong hinh v¢€, d0 dai canh cua cac hinh vuong 16n 1a 10 cm. Tinh di¢n tich va chu vi cia ph:?m
duoc t6 mau.




CHUONG V. DPUONG TRON

BAI 13. MO PAU VE PUONG TRON.
A. KIEN THUC CO BAN CAN NAM
1. PUONG TRON

Duong tron, diém thugc dwong tron

Ta dinh nghia: Puong tron tAim O ban kinh R(R > 0), ki hiéu 1a (O; R), 1a hinh gom tat ca cac diém cach
diém O mot khoang bang R .

- Khi khong can dé ¥ dén ban kinh ta ki hiéu dudng tron tim O 1a (O) .

-Néu 4 1a mot diém cua duong tron (O) thi ta Viét 4 € (0). Khi do, ta con néi dudng tron (0) di qua
diém

A, hay diém A4 nim trén dudng tron (O) .

Nhéan xét

1) Trén Hinh 5.1, ta thiy diém A4 nim trén, diém C nim trong va diém B nim ngoai dudng tron (O) . Mot

cach tong quat, ta co:

A

A

Hinh 5.1
-Piém M nim trén duong tron (O;R) néu OM =R ;
-Piém M nim trong dudng tron (O;R) néu OM <R ;
-DPiém M niam ngoai dudng tron (O;R) néu OM >R.
2) Hinh tron tim O ban kinh R 14 hinh gdm céc diém nam trén va nam trong duong tron (O;R).

Vidu 1. Goi O 1a trung diém ciia doan thang AB. Chimg minh rang duong tron (0;04) di qua B.

Loi giai

Hinh 5.2
Vi O 1a trung diém ciia doan AB nén OB = 04 . Do d6 B € (0;04), néi cach khac, duong tron (0;04) di
qua B.
Chii y. O 16p dudi, ta dd biét doan AB trong Vi du 1 1a mot duong kinh cia dudng tron (0) . Do d6 (O)
con
goi la duong tron duong kinh AB.
2. TINH POI XUNG CUA PUONG TRON
Poi xirng tAm va ddi xing truc
1) Péi xtrng tim (H.5.3)



M M 9

,:;I} 1;1_}
Hinh 5.3

Hai diém M va M’ goi la d6i xtimg v&i nhau qua diém 7/ (hay qua tdm 7/ )néu / 1a trung diém cia doan
MM'.

Chang han, néu O 14 giao diém hai dudng chéo cua hinh binh hanh ABCD thi O4=0C nén 4 va C dbi
Ximg v6i nhau qua O. Twong tu, B va D dbi xting véi nhau qua O.

2) Péi xtrng truc (H.5.4)

5
H
i Hinh 5.4 b)

Hai diém M va M’ goi 1a d6i xtmg v&i nhau qua dudng thang d (hay qua truc d ) néu d 1a dudng trung

truc cua doan thang MM '
Chang han, néu AH 1a duong cao trong tam giac ABC can tai 4 thi AH ciing 1a duong trung tryc ciia BC,
nén B va C ddi ximg véi nhau qua AH.
TAm va truc dbi xing ciia dwong tron
Puong tron 1a hinh ¢6 tim ddi xtmg; tim cta dudng tron 1a tAm dbi ximg cua né.
Puong tron 13 hinh c6 truc d6i xting; mdi dudng thang qua tim cta duong tron 1a mot truc ddi ximg cia no.
Chii y: Puong tron c6 mot tim dbi xtimg, nhung ¢6 vo sd truc ddi xtng.
Vi dy 2: Cho diém M ndm trén dudng tron (O) duong kinh AB . Str dung tinh ddi xtmg ctia (O), hdy néu
cach tim:
a) biém N d6i xtng véi diém M qua tim O;
b) Piém P d6i xing voi diém M qua duong thang 4B .
Loi giai

M

Hinh 55

a) Do O 1a tm d6i xtmg cua (O) nén diém N d6i xémg véi diém M qua tim O phai vira thudc (O), vira
thuoc OM .
Vay N 1a giao diém cua (0) v6i duong thang OM .



b) Do AB la truc ddi ximg cua (O) nén diém P ddi ximg véi diém M qua AB phai vira thudc (0), vira
thudc dudng vudng goc ha tir M xudng AB . Vay P 1a giao diém cua (0) v6i duong thang di qua M va
vuong goc voi AB .
B. BAI TAP SACH GIAO KHOA
5.1. Trong mit phang toa d6 Oxy, cho cac diém M (0; 2) , N(O; —3) va P(2; —1). V& hinh va cho biét trong
cac diém da cho, diém ndo nim trén, diém nao ndm trong, diém ndao nim ngoai dudng tron (O; J5 ) ? Vi
sao?

Loi giai

Y

Ta c6: OM =2 <+/5 nén diém M nim trong duong tron (O; \/g).

ON =3>+/5 nén diém N nim ngoai duong tron (O; J5 ).

Mait khac, OP> =2* +1%> =5 (theo dinh li Pythagore).

Suy ra OP = J5 nén diém P ndm trén duodng tron (0;\/§ ).

Vay trong cac diém da cho, diém P nam trén, diém M nim trong, diém N nim ngoai dudng tron (O; J5 )
5.2. Cho tam gidc ABC vuéng tai 4 c6 AB =3 cm, AC =4 cm. Chiing minh rang cic diém 4, B,C thudc

cung mot duong tron. Tinh ban kinh cua duong tron do.
Loi giai

Goi O 1a trung diém cia BC .

. . A 1
Ta c6 AO la trung tuyén ung voi canh huyén nén O4=0B =0C = EBC .

Suy ra A,B,C cung thuoc duong tron ban kinh OA . Tam O 14 trung diém ciia BC nén BC la dudng kinh.

Do d6, cac diém A,B,C thudc cung mot duong tron.



Xét tam gidc ABC vuong tai 4, ap dung dinh 1i Pythagore, ta c6: BC* = AB* + AC* =3° +4° =25.
Suyra BC=5cm.

Khi do OAzéBC:§:2,5(cm).

Vay cac diém A,B,C thudc cung mot duong tron va cd ban kinh 1a 2,5 cm .

5.3. Cho duong tron (O), duong thing d di qua O va diém 4 thudc (O) nhung khong thuge d . Goi B
la diém db6i xing véi A4 qua d;C va D lan luot 1a diém d6i xing véi 4 va B qua O.
a) Ba diém B,C va D c6 thudc (0) khong? Vi sao?

b) Chirng minh tr gidc ABCD 1a hinh chit nhat.
¢) Chimg minh rang C va D ddi ximg v6i nhau qua d .

a) Ta c6 d 1a 12 duong thang di qua tim O nén d 1a truc d6i xtng cta dudng tron.
Vi 4 thude (0) va B 1a diém d6i xtmg ctia 4 qua d nén B ciing thudc (0)
Vi C,D lan luot 1a diém dbi xtng cia A,B qua O nén C,D cling thudc (O)
b) C dbi xtmg véi A qua O nén O 1a trung diém ctia AC.
D ddi ximg v6i B qua O nén O 1a trung diém ciia BD .
T giac ABCD c¢6 hai duong chéo AC va BD cit nhau tai trung diém O ciia mdi dudng.
Ma BD =CD (béng 2 lan ban kinh (O) ).
Do do, tor giac ABCD 1a hinh chir nhat.
¢) Vi ABCD 1a hinh chit nhat nén AB//CD, ma ABLd nén d L CD.
Xét tam giac OCD c6 OC =OD nén tam giac OCD can tai O.
Ma duong thang d 1 duong cao ctia tam gidc OCD nén d ciing 1a trung truc cia CD . Hay C va D dbi
xtng nhau qua dudng thang d.
5.4. Cho hinh vuéng ABCD c6 E 1a giao diém cua hai duong chéo.
a) Chirng minh rang c6 mot duong tron di qua bon diém 4,B,C va D. Xéc dinh tam dbi xtmg va chi ra
hai truc d6i xtng cta dudng tron do.
b) Tinh ban kinh ciia duong tron & cau a, biét rang hinh vudng c6 canh bang 3 cm.
Loi giai



a) Do ABCD 1a hinh vuong nén AC=BD va E la trung diém cia AC va BD. Suy ra:
EA=EB=EC=ED.

Do d6 cac diém A,B,C,D cung thujc mot dudng tron hay chi c6 mot duong tron duy nhit di qua bon diém
nay.

Duong tron (E) c6 tim E 1a tdm d6i xing va co hai truc ddi xtmg la AC va BD.
b) Hinh vudng c6 canh bang 3 cm nén AB=BC=CD=DA=3cm.

Ap dung dinh 1y Pythagore vao tam giac ABC vudng tai B, ta cé:

AC* =AB* +BC* =3’ +3% =18.

Suy ra AC =32 cm.

Khi do EA:A—2C=¥( cm).

32

Vay ban kinh ctua duong tron  cau ala E4 = - cm.

C. CAC DANG TOAN

DANG 1. XAC DPINH PIEM NAM TREN, NAM TRONG, NAM NGOAI PUONG TRON |

Vi du 1. Trong mit phang toa dd Oxy, cho cac diém M(0;2),N(0;—-3) va P(2;—1). V& hinh va cho biét
trong cac diém da cho, diém nao ndm trén, diém nao nam trong, diém nao nam ngoai dudng tron (O; J5 )
? Vi sao?

Loi gidi
Dung dudng tron tdm O, ban kinh J5 trén mit phang toa do (xem hinh v& bén).

YA

Gia st diém A(2;1) = OA =2 +1> =/5.



YA

-3 +N(0:-3)

* Piém M(0;2)=OM =2 va M thudc Oy.

* Piém N(0;-3)= ON =3 va N thudc Oy.

* Piém P(2—1)= OP =22 +1> =+/5 .

Ta c6: OM =2<+/5 nén M ndm trong duong tron tdm O, ban kinh J5.
ON=3>+/5 nén N nim ngoai (0;\/3)

OP =+/5 nén diém P nim trén (0; \/g).

Vi du 2. Cho duodng tron (O;R) va nam diém M, N,P,Q,K (hinh v&). So sanh do dai cac doan thang
OM, ON,OH,OK,OP véi R .

M

Loi giai

Ta c6 ba diém M, H,K nim trén duong tron (O; R) nén OM=0OH=0K =R.

Piém N niam bén trong (O;R) nén ON <R

Piém P nam bén ngoai (O;R) nén OP >R ..

Vi du 3. Cho duong tron (O), ban 5cm va bén diém A,B,C,D thoa ma
OA =3cm,OB = 4cm,0C = 7cm, OD = 5¢m . Hiy cho biét mdi diém A,B,C,D nam trén, nim trong hay

nam ngoai dudng tron (O) .

Loi giai



OA =3cm(3 <5) nén diém A nam trong dudng tron (0;5).
OB =4cm(4 < 5) nén diém B nam trong dudng tron (0;5).
OC =7cm(7 > 5) nén diém C ndm ngoai dudng tron (0;5) .

OD =5cm nén diém D nam trén duong tron (0;5) hay D e (0;5).

DANG 2. CHUNG MINH NHIEU PIEM CUNG THUQC PUONG TRON

Vi du 1. Cho tam giac ABC vuong tai A ¢c6 AB=3cm, AC =4cm . Ching minh rang cac diém A,B,C
thudc cung mdt dudng tron. Tinh ban kinh ctia dudng tron do.

Loi giai

Xét tam giac ABC vuong tai A .
Theo dinh li Pythagore, ta c6: BC? = AB> + AC? =3 +4? = BC = /3% + 4% =5(cm)

Goi O 14 trung diém ctia BC, ta c6:OB =0C = % = % =2,5(cm)

Mit khac OA 1a trung tuyén cta tam giac ABC vudng tai A
Taco OA=0B=0C=2,5(cm)
Nén ba diém A,B,C thudc dudng tron tim O 1a trung diém doan BC va ban kinh R =2,5 (cm).

Vi du 2. Cho tam giac ABC déu c6 canh a , cac duong cao BD va CE cat nhau tai H . Chtig minh rang
bdn diém B,E.D,C cung thudc mot dudng tron. Hay xac dinh tim va ban kinh ctia dudng tron ay.

Loi giai




Goi O la trung diém cia BC .
Céc tam giac vuéng BDC va BEC c¢6 chung canh huyén BC va OD,OE 1a cic trung tuyén tuong tmg

Ta co OD=OE(=%BC) :>OD=OE:OB=OC=%a.

Vay bdn diém B,E,D,C cung thudc duong tron tam O 1a trung diém ciia BC va ban kinh bﬁng % .

Vidu 3. Cho hinh chit nhat ABCD c6 AD =18cm va CD =12cm . Ching minh réng bdn diém A,B,C,D

cung thudc mot duong tron. Tinh ban kinh cta duong tron do.

Loi giai
A B
18
o)
D C
12

Goi O la giao diém cta hai dudng chéo AC va BD

Ta c6: OA = OB =O0C = OD (Tinh chit hai dudng chéo ctia hinh chir nhat)
Vay bdn diém A,B,C,D cung thudc dudng tron tim O ban kinh OA .

Xét tam giac vudng ADC vudng tai D .

Theo dinh 1y Pythagore ta c6: AC*> = AD?> +CD? =182 +12? = AC =418 +12 =6/13(cm)

6313
>

Vay ban kinh cta duong tron (O) di qua bén diém A,B,C,D 1a ——

Vi du 4. Chung minh rang cac trung diém cia cac canh cua hinh thoi cung nam trén mot duong tron.

Loi giai



Goi E,G,H,I lan luot la trung diém cta bdén canh AB,BC,CD, DA cua hinh thoi va O 1a giao diém cua
hai duong chéo AC va BD.

Ta c¢6 OE,OG,0H,0OI lan luot 1a cac duong trung tuyén ctua cac tam giac vudng aAOB,
2BOC,ACOD,aDOA

= OE zlAB,OG leC,OH leD,OI :lAD
2 2 2 2

Ma AB=BC=CD = AD (canh hinh thoi) = OE = OG = OH = Ol

Chtng to bdn diém E,G,H,1 cung thudc duong tron (O).

Vi du 5. Cho hinh vuéng ABCD . Trén canh AB lay diém M, trén canh AD ldy N sao cho AM = AN
.Ké AH vuong goc voi DM(H € DM) va AH cit BC tai P. Chimg minh ring nim diém C,D, N, H,P

cung thudc mot duong tron.

Loi giai

B ¢ P C
M

1

0]
H
1
1
A D
N

Ta c6 Ai =D (cing phu véi M, ). Do d6 aABP =aDAM (g.c.g) = BP =AM = PC=ND.

Lai c6 PC//ND va BCD =90 (gt)

= PCDN Ila hinh chir nhat.

Goi O 1a giao diém cta hai duong chéo PD va CN ta c6 O la tim duong tron di qua bdn diém P,C,
D,N.

Mit khac aPHD vuéng (gt) c6 HO 1a trung tuyén

= HO =0P =0D hay H thudc duong tron tam O.

Vay nim diém C,D,N,H,P cung thuoc dudng tron (O).



Vi du 6. Tt gidc ABCD c6 hai duong chéo AC va BD vudng goc voi nhau. Goi M,N,R,S lan luot 1a
trung diém cua cac canh AB,BC,CD va AD. Chimng minh réng: Bén diém M, N,R,S cung thugc mat
dudng tron.

Loi giai

B

Ta c6 MN la dudng trung binh cia AABC = MN//AC va MN = %

tuong ty SR//AC va SR = % Do d6 MNRS 1a hinh binh hanh

Mat khac BD L AC (gt) = MN L BD. Ta con c6 MS//NR //BD
Do d6 MN 1 MS hay MNRS la hinh chir nhat

= 4 diém M, N,R,S cung thudc duong tron tam O 1a giao diém cua hai duong chéo MR va NS bén kinh
MR

2

Vi du 7. Cho duodng tron (O), duong thing d di qua O va diém A thudc (O) nhung khong thude d.
Goi B 1a diém dbi xtimg véi A qua d;C va D lan luot 1a diém d6i ximg v6i A va B qua O.

a) Ba diém B,C va D c6 thudc (O) khong? Vi sao?

b) Chirng minh tr gidc ABCD 1a hinh chit nhat.

¢) Ching minh rang C va D dbi xtmg voi nhau qua d.

Loi giai

a) Xét tr giac ABCD c6 hai duong chéo AC cit BD tai (O).
Taco B 1a diém dbi ximg véi A qua d nén d L AB tai H va HA =HB.

Xét tam gidc AOB c6 dudng cao OH ddng thoi 1a dudng trung tuyén (cmt) nén aAOB can tai
O=0B=0A.

A €(0)=Be(0).Piém C ddi xing véi A qua O = OC =O0A, tuong ty OD = OB.



Do d6 OD=0C=0B=0A ma Ae(0)=B,C,De(0).
b) Xét tir giac ABCD ¢6 AC cat BD tai O va OA=O0B =0C = 0D nén ABCD la hinh binh hanh (tir giac
c6 hai duong chéo cat nhau tai trung diem moi duong)
Lai c6 AC =BD nén tir giic ABCD 14 hinh chit nhat (hinh binh hanh c¢6 hai duong chéo bang nhau).
¢) Tir giAc ABCD 1a hinh chit nhat (cmt) = CD//AB ma AB _Ld (tinh chat d6i ximg qua mot dudng
thang) = CD L d.
Tam giac COD can tai O c6 OK 1a duong cao nén dong thoi 1a trung truc = DK = KC.
Ta co: {d €D ching to C d6i xtmg voi D qua d.
DK =CK
Vi du 8. Cho hinh vuéng ABCD c¢6 E la giao diém ciia hai duong chéo.
a) Chimg minh rang c6 mot dudng tron di qua bdén diém A,B,C va D . Xac dinh tAm d6i xtng va chi ra
hai tryc d6i xtmg cua duong tron do.

b) Tinh ban kinh cta dudng tron & ciu a, biét rang hinh vudng c6 canh bang 3cm .

Loi giai
D C
3 E

A B

a) E 1a giao diém ctia hai duong chéo AC va BD ciia hinh vuéng ABCD.

Nén EA =EB=EC=ED. Ching t6 4 diém A,B,C,D thudc dudng tron tam E.
Tam dbi ximg 1a diém E . Hai tryc d6i xtmg 1a AC va BD.

b) Ta c6: AC L BD (tinh chit hai duong chéo ctia hinh vudng)

Tam gidc AEB vudng can tai E c6 canh huyén AB=3cm.

bat EB=FEA=R.

Theo dinh li Pythagore ta c6:

AB’ 3 9 32

hay R’ =—=R= |~
2 2 2

AB*=R*+R*= AB*=2R* = R*=

Vay ban kinh cta duong tron ¢ cau a la %(cm) .

D. BAI TAP TU LUYEN

Céau 1. Trén mit phing toa d6 Oxy, hdy xac dinh vi tri cia mdi diémA(—l;—l), B(—l; —2), C(\/E,\/E)
d6i véi duong tron tim O béan kinh 2.

Loi giai



M OA 1a canh huyén trong tam gidc vudng cin canh bang Inén y

OA=W=\/§ <2,suyra Anémbéntrong(O;Z). \@-_———— c
M OB 1a canh huyén trong tam giac vudng c6 hai canh 1a1; 2 nén [ O_ : |
OBzmzx/g >2,suy ra B nam bén ngoéi(O;Z). | A;_ / _1'/\/5' .r
M OC 14 canh huyén trong tam giac vudng can canh bang V2 nén B |2

OC:\/\/E2 +\/§2 =2,suyra C nam trén(O;Z).

Chu 2. Cho tit gide ABCD ¢6 C+D=90°.Goi M, N, P, O lan luot la trung diém ciia AB, BD,
DC, CA.Ching minh rﬁng bén diém M, N, P, QO cung thugc mot dudng tron.
Loi giai
Goi I 1a giao diém cua AD va BC.
Vi C+ D =90° nén DIC =90°.
DoM,N, P, Q lan luot 1a trung diém cua 4B,
BD, DC va CA nén MN, NP, PO, OM lan luot

la duong trung binh ctia tam giac ABD ,BCD, ACD
, ABC.

Suy ra MN// AD, PQ// AD, MQ// BC, NP// BC
do &6 MN // PO, NP//MQ .

Vay tir giac MNPQ 1a hinh binh hanh.

o~

M\:f N — —~ ~ o~
Lai co: { 'L (gbc dong vi). Khi dd6 NMQ=M,+M,=1,+1,=90°.

e~

M,=1,
Do d6 MNPQ 1a hinh chit nhat.
Theo vi du 4 thi bon diém M , N, P, Q cung thugc mdt duong tron.

Cau 3. Cho tam gidc ABCcantai A, BC=12cm, chiéu cao AH = 4cm. Tinh ban kinh cia duong tron di
qua ba dinh cia tam giac ABC.

Loi giai
Vitam giac ABC cantai A nén duongcao AH cling la dudng trung 4
truc cia doan BC. (7
Qua truing diém M cia AB ké dudng trung truc ciia AB cit dudong B \l H c

thang AH tai O. Khi d6 O 1a tim cta duong tron di qua ba dinh
cua tam giac ABC.

Bén kinh cta duong tron (O) la R=04=0B.

2
Tam gidc BOH vuong tai H nén BO> = BH> + OH* & BO® = [BTC] +(04— AH)2

& R*=36+(R-4)



< 8R=52
& R=6,5.
Vay ban kinh ctia duong tron di qua ba dinh ciia tam giac ABC bang 6,5 cm .
Céu 4. Cho tam gidc ABC can tai 4 c6 ba dinh nam trén dudng tron (0) Puong cao AH cit (O)(y D.
Biét BC =24 cm, AC =20 cm. Tinh chidu cao AH va ban kinh dudng tron (O)
Loi giai
Vi tam gidc ABC cén tai 4 nén duong cao AH cling la duong trung A
truc cia doan BC, suy ra H la trung di€ém ctua doan BC va tam O

ctia dudng tron di qua ba dinh ctia tam gidac ABC nam trén dudng cao
AH . ox}

Tam giac ACH vudng tai H nén B H C

AH =~ AC* —CH? =20* ~12* =16 (cm)

Vi 4D la duong kinh cua duong tron (O) nén tam giac ACD vudng tai C. Ap dung hé thirc vé canh va
duong cao trong tam giac vudng ACD ta co

2 2
AC :>AD:%:25 (cm).

AC?* = AD.AH < AD =

AD 2
Vay AH =16 cmva ban kinh duong tron (0) 1a R = - = 75 cm

Cau 5. Cho hinh thang can ABCD (v6i AD//BC)c6 AB=12cm, AC=16 cm,BC =20 cm. Chung
minh rﬁng A, B, C, D cung thugc mot duong tron. Tinh ban kinh duong tron do.
Loi giai

Vi ABCD 1la hinh thang can véi hai ddy AD, BC nén A D

AB=CD=12cm vi BD=AC=16cm. ‘W’
Goi O latrung diém cta BC. ..
Xét tam giac ABC co: B C

AB* + AC* =12° +16% = 400
BC?* =20* =400

= AABC vudng tai 4.

Do tam gidc ABC vuong tai 4 nén ba dinh cia tam giac ABC cung thudc dudong tron (0)
Tuong tu ta cling c6 tam gidc BCD vuodng tai D nén ba dinh cua tam gidc BCD cung thudc duong tron
(0).

Véay boén diém 4, B, C, D cung thudc duong tron (O) c6 ban kinh R = B—2C =10 cm.

Céu 6. Cho dudng tron (O) dudng kinh 4B, M, N thuge (O) sao cho AM =BN va M, N nim trén
hai nira dudng tron khac nhau. Chimg minh MN la duong kinh cua (O).

Loi giai



<

Vi M, N thudc (O) duong tron duong kinh 4B nén tam gidc ABM,
ABN 1a céc tam gidc vudng lan luot tai M, N .

AABM vudngtai M va AABN vudngtai N cocanhhuyén 4B chung
va AM = BN nén AABM = AABN ,suyra BM = AN . o0

T giac AMBN ¢6 AM = BN va BM = AN nén AMBN 1a hinh binh
hanh.

Lai c6 AMB =90° nén t&t gidc AMBN 1a hinh chit nhat.
Do d6 MN la duong kinh cua duong tr(‘)n(O).

Céu 7. Cho tit gidc ABCD ¢6 B=D=90°.
1. Ching minh boén diém 4, B, C, D cung thudc mot dudong tron.
2.Néu AC = BD thi tir gidc ABCD 1a hinh gi?
Loi giai
1. Goi O 1a trung diém ctia AC . B
Vi tam gidc ABC vudngtai B nénbadinh 4, B, C / ~
cung thudc duong tron (O). y A c
Vi tam gidc ADC vudng tai D nénbadinh 4, D, C v
cung thudc duong tron (O) ) A
D
B

Viay bdén diém A4, B, C, D cung thudc duong tron (O) co

duong kinh AC. £S5
2.Néu BD = AC thi BD la duong kinh ciia duong tron (O), suy /A\
A C

Khi d6 t gide ABCD ¢6 A= B =D =90° nén ABCD la hinh G
chir nhat. D

Cau 8. Cho hinh chit nhat ABCD, v€ tam gidc AEC vudng tai £ . Ching minh ndm diém 4, B, C, D,

E cung thugc mdt duong tron.

Loi giai
Goi O la trung diém ctua AC.
Vi tam giac ABC vudng tai B nénba diém 4, B, C cing thudc ;3
duong tron (O) duong kinh AC . DJ ¢
Vi tam giac ADC vudng tai D nén ba diém 4, D, C cing thudc D
duong tron (O) duong kinh AC . .
A B

Vi tam gidc AEC vudng tai E nén ba diém 4, E, C cung thudc
duong tron (O) duong kinh AC .



Vay nam diém 4, B, C, D, E cung thugc duong tron (0) duong
kinh AC .

Céu 9. Cho tam giac ABC vudng tai 4, duongcao AH . Tix M 1a diém bat ki trén canh BC ké MD | AB
, ME 1 AC. Ching minh ndm diém 4,D,M ,H ,E cung nam trén mot duong tron.

Loi gidi

Vi MD L AB va MC L AB nén MD// AE . 4

Vi ME L AC va AB 1 AC nén ME// AD.

Tir hai diéu trén suy ra ADME 1 hinh binh hanh. £ 0 E

Ma DAE = 90° nén ADME 14 hinh chit nhat, suy ra bén B

diém A, D, M , E thudc duong tron (0) duong kinh é g M b

AM (véi O la trung diém cta doan AM ).

Lai c6 tam gidc AHM vuong tai H nén ba diém 4, H,
M thudc duong tron (O) duong kinh AM .

Vay nam diém A,D,M ,H ,E cung nam trén mot dudng tron (0) duong kinh AM .
Cau 10. Cho tam giac ABC c6 AQ, BK , CI 1a ba duong cao va H 1a tryc tam.
1. Chimg minh A4, B, Q, K cung thudc mot duong tron. Xac dinh tdm cua duong tron do.
2. Chung minh 4, I, H, K cung thugc mét duong tron. Xac dinh tdm cia duong tron do.
Loi giai
1. Goi O 1 trung diém 4B
Vi tam gidc ABQ vudng tai QO nén ba diém 4, B,
O thudc duong tron (O) dudng kinh AB .
Vi tam gidc ABK vudng tai K nén ba diém 4, B,
K thudc duong tron (O) dudng kinh AB.

Tir d6 suy ra bon diém 4, B, O, K cing thudc
dudng tron (O) duong kinh AB .

2. Goi O’ 1a trung diém AH .
Vi tam giac AHI vuong tai I nén ba diém 4, H,
I thudc duong tron (O/ ) duong kinh AH .

Vi tam gidc AHK vudng tai K nén ba diém A4, H, K thudc dudng tron (O’) duong kinh AH .

Tir d6 suy ra bon diém 4, I, H, K cung thudc duong tron <O') duong kinh AH .

Cau 11. tam giac ABC, cac duong cao BD va CE. Trén canh AC lay diém M . Ké tia Cx vudng goc
véi tia BM tai F. Chirng minh rﬁng nam diém B, C, D, E, F cung thudc mot duong tron.

Loi giai



Goi O la trung diém BC.

Vi tam gidc BCD vudng tai D nén ba diém B, C, D cung thudc
duong tron (O) dudng kinh BC.

Vi tam gidc BCE vudng tai £ nén ba diém B, C, E cung thudc
duong tron (O) dudng kinh BC.

Vi tam gidc BCF vuong tai F nén ba diém B, C, F cung thudc
duong tron (O) dudng kinh BC.

Vay nam diém B, C, D, E, F cung thudc duong tron (0) duong
kinh BC'.

Cau 12. Cho tam gidc ABC ¢6 H latryc tim. Ldy M, N thudc tia BC sao cho MN = BC va M nam giita
B, C. Goi D la hinh chiéu ciia M 1én AC va E 1a hinh chiéu cia N 1én AB. Ching minh
rﬁng cac diém 4, D, E, H cung thudc mot dudong tron.

Loi gidi
Goi K la giao diém cua MD, NE . A

Ta thdy HB // MK do cing vudéng goc AC suy ra
cip goc dong vi HBC = KMN .

Tuong ty HCB=KNM . E D
Két hop gia thiét BC = MN suy ra tam giac H
ABHC = AMKN .
B M C N

Do d6 Syc =S,y > suy ra HK // BC.

Ma AH 1 BC nén AH 1 HK ,suyra H thudc
duong tron duong kinh AK .

Vi tam giac ADK vudng tai D nén ba diém 4,
D, K thudc duong tron duong kinh 4K .

Vi tam giac AEK vuodng tai £ nénbadiém 4, E, K thudc duong tron duong kinh AK .
Vay cac diém 4, D, E, H cung thudc duong tron duong kinh 4K .

Cau 13. Cho tam giac ABC nhon. Chirng minh rang cac trung diém ciia ba canh, cac trung diém cua ba
doan thiang ndi ba dinh véi tryc tim chan cua ba dudng cao cia tam giac cing thudc mot dudng tron.
(Puong tron 9 diém hay dudng tron Euler).

Loi giai



M

]
D K

B C

Goi LK,L lan luot la trung diém cua ba canh AB,BC,AC M,N,P lan luot la trung diém cua
HA,HB,HC

Chén ba dudng cao ké tir A, B,C lan luot 13 D,E, F.

Ta c6 IL 1a dudng trung binh cia AABC = IL//BC va IL = %

Tuong tu NP//BC va NP = B—2C . Do d6 ILPN la hinh binh hanh.

Mat khac AD 1 BC (gt)=IL 1L AD.

Taconco IN//LP//AD = IN LIL hay ILPN la hinh chit nhat.

Ching minh tuong tw KLMN cling 1a hinh chit nhat, hai hinh chir nhat nay c6 chung duong chéo NL.

Nén NL,PL MK cit nhau tai mot diém O 1a trung diém ciia NL

Tir d6 ta ¢6 6 diém M,L,P,K, N, I cung nam trén duong tron déng tam O. Lai c6 AMDK vuong tai D

c6 DO

1a trung tuyén = OD = OM = OK hay D thudc duong tron duong kinh MK .

Chung minh tuong ty ta c¢6 hai diém E,F cing thudc dudng tron O.

Cau 14. Cho tam gidc ABC nhon, cac duong cao 44,, BB,, CC, déng quy tai /4 .Goi 4,, B,, C, lan luot
thudc doan thang A4, BB,, CC, sao cho S sc tSca tSc 45 =S 450 - Ching minh rang 4,, B,,
C,, H cung thugc mot duong tron.

Loi giai



D

Qua B,, C, lan luot dung cac duong thang vudng goc voi BB, CC, ching cit nhau tai P . Dung hinh
binh hanh 4BCD. Vi B,, C, lan lugt thugc BB,, CC, nén P nam & mién trong hinh binh hanh 4BCD.
Ta dé thdy PB,// CA, PC,// AB nén

Spea = SBZCA va Sy = SCZAB' (2'1)
Néu P nim & mién trong tam gidc BCD thi SpcatScap =Spca T Spap > S 5c VO 1y Vi trdi voi gid thiét,
vdy P nam & mién trong tam gidc ABC .
Khi d6 két hop gia thiét co: Spe, +Spp, + Spse = Suse =S4 pe +Spes + Seous -
Theo (2.1) suy ra Spp. =S, 4, suy ra PA,// BC hay PA, | A4,

Tu day dé théy 4,, B,, C,thudc duong tron duong kinh PH hay 4,, B,, C,, H cung thudc mot duong tron.



BAI 14. CUNG VA DAY CUA MQT PUONG TRON
A.KIEN THU'C CO BAN CAN NAM
1. DAY VA PUONG KiNH CUA PUONG TRON
Khdi niém ddy va dwong kinh cia duwong tron
Poan thang ndi hai diém tuy ¥ cia mot duong tron goi 1a mot day (hay day cung) ctia dudng tron.
Moi day di qua tam 1a mot dudng kinh cua dudng tron.
D& thay duong kinh cta duong tron ban kinh R ¢6 do dai bang 2R .
Trén Hinh 5.6, CD 1a mét ddy, AB 1a mot dudng kinh cua (O).

D

)

Hinh 5.6
Pinh li: Trong mot dudng tron, duong kinh 1a diy cung 16n nhat.
Vi du 1: Tt giac 16i ABCD co BAC =BDC =90'. Chting minh bén diém A4,B,C,D ciung nim trén mot
duong tron va AD < BC.
Loi giai
A ———

Hinh 5.8

Goi O 1a trung diém ciia doan BC . Tam giac ABC vudng tai A(E{?? = 90°) nén duong trung tuyén A0

bang nira canh huyén, nghia 1a 04 =0B =0C = B—2C .Do d6 diém 4 ndm trén duong tron (O) dudng kinh

BC.

Tuong tw, bing cach xét tam gidc DBC ta ciing suy ra diém D thudc dudng tron (O).

Viy 4D la mot day (khong di qua tdm) ciia duong tron (O). Ap dung dinh li trén ta c6 4D < BC.

2. GOC O TAM, CUNG VA SO PO CUA MOT CUNG

Khdi niém goc ¢ tam va cung tron

Cho hai diém 4 va B cung thudc mot duong tron. Hai diém 4y chia dudng tron thanh hai phan, mdi phan
goi 1a mot cung tron (hay cung). Hai diém 4 va B goi 1a hai mat (hay diu mut) cia mdi cung do.

Go6c ¢ tam 1a goc c6 dinh trung véi tdm cua dudng tron.

Trén Hinh 5.9 ta c6 hai cung, ki hiéu la AmB va AnB nhung chi c6 mot goc ¢ tam la AOB.



Hinh 5.9

Chu y: Khi goc AOB khong bet thi cung nam trong goc AOB goi 1 cung nho (trén Hinh 5.9, AmB 1a
cung
nho). Khi d6 AmB con ¢6 thé ki hiéu gon Ia 4B. Cung con lai, AnB goi 1a cung 16n. Khi goc 40B bet
thi mdi cung 4B dugc goi la mot nira dudng tron.
Ta con néi gobc AOB chan cung AB hay cung AB bi chdn bdi goc 40B.
Vidu 2: Chobadiém 4,B va C thujc duong tron (O) nhu Hinh 5.10.
a) Tim cac goc & tim co hai canh di qua hai trong ba diém A4, B,C .
b) Tim céc cung c6 hai mut 13 hai trong ba diém 4,B,C .

Loi giai

A
o

a

Hinh 5.0

a) Cac goc 6 tim can tim 13 ZO\B,B/O\C va COA.
b) - Céc cung c6 hai mut 4,8 1a :4_1\?, ACB.

Céc cung c6 hai mut 4,C la Z@,ZE@

Céc cung c6 hai mut B,C la ER‘,EEE‘.

Cach xac dinh s6 do ciia mgt cung
1. S6 do ctia mét cung dugc xéc dinh nhu sau:

Sb do cua nira duong tron bang 180°.

S6 do cua cung nhé bang sé do ciia goc & tAm chén cung do.

S6 do cuia cung 16n bang hiéu giita 360° va s6 do ctia cung nho c6 chung hai mut.

2. Sb do cua cung AB duoc ki hi¢u la sd AB .

Trén Hinh 5.9, ta c6: sd AmB = AOB = a; sd AnB = 360° — .

Chu y:

Cung c6 s6 do n° con goi 1a cung n°. Ca dudng tron duoc coi 1a cung 360°. Doi khi ta ciing coi mot diém

la cung 0°.



Hai cung trén mot duong tron goi 1a biang nhau néu ching c6 cung sd do.
Nhan xét

Néu 4 12 mot diém thudc cung BAC thi sd sdBAC = sd BA+sdAC (H.5.10).

Vi du 3: Tinh sé do ciia cac cung c6 cac dau mut 13 hai trong cac diém A4, B,C trong Hinh 5.11 , biét ring

ABC la tam giac vuong can tai dinh 4.

O

Hinh 5.11
Loi giai

Trén Hinh 5.11, ta thiy AB va AC 1a cac cung nho bi chin boi cac goc & tam thir tu 13 AOB va AOC.
Do tam giac ABC vuodng can tai 4 nén duong trung tuyén 40 ciing la duong cao, tuc la A0 L BC.
Do d6 AOB = A0C =90", suy ra sd AB =sd AC =90°.
ACB 14 cung 16n c6 chung hai mut 4, B véi cung nho AB nén sd ACB =360° — sd AB = 360" —90° = 270",
Tuong ty, ta co: sd ABC = 360" —sd AC = 360" —90° = 270" ,
Ngoai ra con c6 hai nira duong tron c6 chung hai mat 4 va B, c6 sd do bang 180°.

B. BAI TAP SACH GIAO KHOA
5.5. Cho nira duong tron duong kinh 4B va mot diém M tuy y thudc nta duong tron do.

Chtrng minh rang khoang cach tr M dén AB khoéng 16n hon % .

Loi giai

A H 0
Goi H la hinh chiéu ctia M trén 4B.
Khi d6 khoang cach tt M dén AB béng d6 dai doan MH.
Xét tam giac MHO vuong tai H ¢6: MH<MO.

Lai ¢c6 OM =% (do AB la duong kinh, OM la ban kinh cua dudng tron (O) ).

Vay MH < %

5.6. Cho duong tron (O;5cm) va 4B la mot day bat ki ciia duong tron d6. Biét AB=6cm.
a) Tinh khoang cach tir O dén duong thing AB .



b) Tinh tan & néu goc & tim chin cung AB bang 2c .

Loi gii
A
B
. \ .2 , AB 6
a) Goi H 1a trung diém ciia AB. Suyra AH === 3( cm).

Xét AOAH va aOBH co:

OA =OB =R ; Canh OH chung; HA = HB (do H la trung diém ctia AB )

Do d6 AOAH =AOBH (c.c.c).

Suy ra OHA = OHB (hai gdc tuong tng)

Ma OHA vi OHB 13 hai goc bu nhau nén OHA + OHB =180° hay 20HB =180’

Suy ra OHA = OHB =90" nén OH | AB.

Do d6 khoang cach tir O dén duong thing AB bang do dai doan OH.

Xét tam giac OAH vuong tai H c6: AH® + OH” = OA’ (dinh ly Pythagore)

Hay OH’ =OA’ -~AH*=5"-3"=16.Nén OH =4cm.

Vay khoang cach tir O dén dudng thing AB bang 4cm.

b) Theo gia thiét, goc & tim chan cung AB la AOB=2a.

Tur cau a) AOAH =2OBH suy ra HOA = HOB (hai gbéc tuong Gng).

Lai co: HOA+ HOB = AOB nén 2HOA =2 hay HOA=a . Suy ra tana=g—Z=%.
5.7. Tam O cta mdt dudong tron cach day 4B cua né mét khoang 3 cm. Tinh ban kinh ctia dudng tron
(0), biét ring cung nhé AB ¢6 s6 do bang 100° (lam tron két qua dén hang phan mudi).

Loi giai

4

B

Goi H 1a trung diém ctia AB. Theo gia thiét, goc ¢ tdm chan cung AB 1a AOB =100".
Xét AOAH va aOBH co:
OA =OB =R ; Canh OH chung; HA =HB (do H la trung diém cua AB )

Do d6 AOAH =aOBH (c.c.c). Suy ra HOA=HOB (hai goc tuong Ung).



Lai c6: HOA+ HOB = AOB nén 2HOA = AOB =100" hay HOA=50".

. . —— H
Xeét tam gidc OAH vudng tai H c6: cos HOA = 0— Suyra O4 = OE\ = 3 -~4,7(cm).
04 cos HOA cos50

Vay ban kinh cia duong tron (0) khoang 4,7cm .

5.8. Trén mat mot chiéc ddng ho c6 cac vach chia nhu Hinh 5.12. Hoi ¢t sau mdi khoang thoi gian 36
phut:

a) Pau kim phut vach nén mot cung c6 sé do bang bao nhiéu do?

b) Pau kim gid vach nén mét cung ¢ sé do bang bao nhiéu do?

Hinh 5.72

Loi giai
a) Cir 60 phat kim phut chay hét 1 vong dong ho, tirc 1a vach trén 1 cung c6 sé do bang 360",

M3di phut kim phiit vach trén mot cung cé s6 do 1a: 300 _ 6 .

Nhu vy sau 36 phut, kim phut vach trén 1 cung c6 sé do bang: 6°.36=216"

b) Sau 1 gio, kim gio vach trén 1 cung c6 s6 do bang: % =30".

M3di phut kim gid vach trén mot cung c6 sé do 1a: % =0,5".

Nhu vay sau 36 phit, kim gio vach trén 1 cung c6 s6 do bang: 0,5 -36=18".
C. CAC DANG TOAN

Dang 1. Chirng minh tinh chit hinh hoc

Vi du 1. Cho nira dudng tron duong kinh AB va mot diém M tuy ¥ thudc nira dudng tron d6. Ching

minh rang khoang cach tir M dén AB khong 16n hon %

-~ I's r 2 . +
Huwdéng dan: Ap dung bat dang thuc Cauchy voi a,b>0, ta co Jab < ath .

Loi giai

& O % B
A H O

Goi khoang cach tir M dén AB 1a MH va ban kinh dudng tron (O) 1a R. Tacé6 OM = OA = OB(=R)




Do d6 AAMB vuong tai M .

Ta c6 AMHA ~ ABHM (g.g) = o _ BH
HA HM
— MH® =HA-HB = MH = VHA 1B < 2 "B AB (4 em).

)
Vi du 2. Cho tam giac nhon ABC . Pudng tron tam O dudng kinh BC cit cac canh AB va AC lan
luot tai M va N. Chirng minh MN < BC.

Loi giai

D@ thay cac tam giac BMC va BNC déu 1a cac tam giac vudng 1an luot tai M vaNva OM,ON lan luot
1a cac trung tuyén.

Taco OM=0ON=0B=0C(=R, trong do R la ban kinh duong tron duong kinh BC )

Xét tam gidc MON , ta cd6 MN < OM +ON (bét déng thirc tam giac)

Ma OM+ON =0B+0C=BC

Vay MN <BC.

Ta c6 thé két luan theo bai hoc "Trong mot duong tron day 16n nhat 1a dudng kinh).

Vi du 3. Cho dudng tron (O) duong kinh AB, day CD khong cit duong kinh AB. Goi H va K theo
thr tyr 1a chén cac duong vudng goc ké tir A va B dén CD. Ching minh rang CH = DK .

Loi giai
K
H
| UB

Ké OI L CD, tam giac COD can tai O nén duong cao OI dong thoi 1a dudng trung tuyén = IC =1D.
Lai c6 AHKB la hinh thang vudng
(AH//BK(L HK)) ma OI 1a duong trung binh nén I 1a trung diém cua HK ta c6 IH =IK




= HI-CI=KI-ID hay CH = DK

Nhén xét: Do HI=KI va IC =ID nén ta co HI+ID =IK + IC hay HD =KC ta cé Vi du sau:

Cho duodng tron (0) duong kinh AB, diy CD khong cit duong kinh AB. Goi H,K theo thir tu 13 chan
cac dudng vudng goc ha tir A,B d&én CD. Ching minh ring HD = CK (Hoc sinh ty giai).

Trudng hop day CD cat duong kinh AB dwa ta dén Vi du 4 sau day.

Vi du 4. Cho duong tron (0) duong kinh AB, diy CD cit dudng kinh AB tai E. Goi H,K theo thu ty
1a chan cac dudng vudng goc ké tir A va B dén CD. Chirng minh rang CH = DK .

Loi giai

Ké OI L CD tacé IC =1ID (tam giac COD can tai O nén duong cao dong thoi la duong trung
tuyén).(1)

OI//KB

Goi M 1a giao diém cua OI va AK tacé M l1a trung diém cia AK.

Xét AAKH c6 M 1a trung diém caa AK

MI//AH(L CD)

= I la trung diém cua HK hay IH=1IK (2)

Tu(l)va (2)=IC-IH=ID-IK hay CH=DK

Nhan xét: Theo Vi du 1 . Trén diy CD ta lay thém diém M .

Khi d6 OI<OM.Ma OM = AH+BK (tinh chat dudng trung binh cta hinh thang)

= AH+BK <20M . Chung ta sé& c6 Vi du sau:

Vi du 5. Cho duong tron (O;R) dudng kinh AB. M 1a diém c6 dinh nam trong duong tron (M khac
0) va CD la day cung quay quanh M . Goi H,K 14n lugt 14 hinh chiéu cia A va B 1én CD. Xac dinh
vi tri cia ddy CD dé AH +BK 16n nhat.

Huéng din: K¢ OI L CD.

Loi giai



D
A B
0]

Taco AH,BK cung vuong géc voi CD

. AH+BK
= Tu gidc ABKH 1a hinh thang va c6 OI la duong trung binh: OI = — = AH+BK =20I

Tacod OI<OM (dudng vudng goc ngan hon dudng xién)

Dau "=" xay ra khi OM L CD

Vi du 6. Cho duong tron (0). Cac didy AB va CD bang nhau, cac tia BA va DC cit nhau tai diém M
niam bén ngoai dudng tron. Goi H,K 1an luot 13 trung diém ctia AB va CD. Ching minh ring

MA =MC.

Loi giai

Tacd AB=CD(gt)= OH =OK (lién hé giira day va khoang cach dén tam)
Xét tam giac vuong MHO theo dinh 1y Pythagore: MH*> = MO” — OH”
Tuong tu véi AMKO MK? = MO* —OK* ma OH = OK = MH = MK (1)

Lai co OHJ.AB(gt):>HA=HB=%.Tu’orngtl_r KC:KD=CTD ma AB=CD = HA =CK (2)

Tu (1) va (2) = MH-HA = MK -CK hay MA =MC
Nhin xét: Truong hop hai diy AB,CD khong bang nhau, chiang han AB > CD ta c6 Vi du sau:
Vi du 7. Cho duong tron (O) hai ddy AB va CD sao cho AB>CD . Céc tia BA va DC cét nhau tai
M nim bén ngoai dudng tron. Goi H,K theo thir tir 13 trung diém ctia AB va CD. Hay so sanh MH va
MK..
Loi giai
Ta c6 MH* = MO’ -OH’ va
MK? = MO? -OK* ma OH < OK (vi AB>CD ) = MH > MK

Nhin xét: Truong hop diém M niam bén trong dudng tron ta co Vi du tuong tu.



Vidu 8. Cho M 1a diém nam bén trong dudng tron (0), v& qua M, hai diy AB va CD sao cho
AB>CD. Goi H,K theo thir ty 4 trung diém cia AB va CD. Chimg minh ring: MH > MK .

Loi giai

Nb6i M véi O. Xét tam gidc vuong OHM co6: MH? = OM?* — OH?
Tuong tu véi tam giac vudong OKM: MK* = OM* —OK?
Ma AB>CD (gt) = OH <OK = MH >MK.
Vi du 9. Tir diém P nam bén ngoai duong tron (O;R) va OP = 2R . Mot duong thang qua P cit duong
tron (O) tai A va B(A nam giira B va P ) via AB=R. Goi H 1a chan duong vudng goc ké tir O dén
BP . Qua P ké mot duong thang khéc cat duong tron (O) tai C va D(C,D & khac phia véi AB so vai
RV3

2

Loi giai

OP).Ké OK L CD. So sanh AB va CD biét OK <

Tac6 OH L BP. Tam gidc AOB can tai O nén duong cao OH ddng thoi 1a dudng trung tuyén hay H

1a trung diém ctia AB:HA:HB:%=%.

2
Xét tam giac vuong AHO ta c6: OH =+ OA” — AH® = \ /Rz —(%) = RT\E
RV3

2
Vi du 10. Cho diém A cb dinh & bén trong dudng tron (O;R) va A khong tring voi O. BC 1a day

Ma OK <

(gt) = OK <OH = AB<CD.

cung quay quanh A . Xac dinh vi tri cia day cung BC lic day cung BC ngan nhét.

Loi giai



Ké OH L BC (H thuéc BC). Ta c6 OH <OA (khong doi)
BC ngén nhit <> OH 16n nhit < OH=0A < H=A.
Vay: Khi BC vudng goc voi OA tai A thi d6 dai diy BC ngan nht.

Dang 2. Tinh todn

Vi du 1. Cho duong tron (O;5cm) 1a mot day bét ki cia duong tron d6. Biét AB =6cm .
a) Tinh khoang cach tir O dén duong thang AB.
b) Tinh tan & néu goc & tdm chin cung AB bang 2a .

Loi giai

P

a) Goi khoang cach tir O dén duong thang AB 1a OH. Tam giac AOB cén tai O nén duong cao OH

cling dong thoi 1a dudng trung tuyén hay AH = BH = % = g =3(cm).

Xét tam giac AHO vuong tai H, theo dinh i Pythagore, ta co:
OA? = AH? +OH? = OH? = OA” - AH? = 5? —3? = OH = /5’ —3? = 4(cm)

—  _—— AOB 2«

b) Khi AOB =2a = AOH = BOH = T =5 =q (vitam gidc AOB can tai O nén dudong cao OH
dong
thoi 1a duong phan giac).
Xét tam giac AHO vudng tai H, ta c6: tana = _3
OH 4°

Vidu 2. Tam O cia mot duong tron (cach ddy AB cua né mot khoang
3cm. Tinh ban kinh cta dudng tron (O), biét rang cung nhd AB ¢6 s6 do bang 100° (1am tron két qua
dén hang phan mudi).

Loi giai




Ta biét rang s6 do cung nho chinh 13 sb do cua goc ¢ tam hay AOB =100".
Tam gidc AOB can tai O c¢6 OH la dudng cao dong thoi ciing 13 duong phan giac.

AOH = B/OT{—ASB 1020 _ 50"

Tam giac AOH vuong tai H ¢6 canh géc vuong OH =3cm, goéc nhon AOH =50° (cmt).
OH
c0s 50’

Theo dinh 1i vé hé thuc luong trong tam gidc vudng, ta c6: OH = OA cos AOH = OA = ~4,7.

Vay ban kinh cia duong tron (O) 1a 4,7(cm).
Vi du 3. Cho dudng tron (O;R) va mot diy cung AB. Goi I 13 trung diém ciia AB. Tia OI cit cung
AB tai M.
a) Cho R=5cm,AB=6cm. Tinh d¢ dai day cung MA.
b) Cho MN la dudng kinh cta duong tron (O;R) biét AN =10cm va ddy 4B =12cm. Tinh ban kinh
R.

Loi gidi
N

a) Ta c6 I 1a trung diém cua day AB (gt)=IA=IB = %

= g =3(cm) (dinh ly duong kinh va day

cung)

Trong tam gidc vudng AIO ta c6: OI =+/AO? — AI* =+/52 —32 = 4(cm) ( dinh Iy Pythagore)
=IM=0M-0l=5-4=1(cm)

Xét tam gidc vuong AIM lai c6: AM = VAI® + IM? =~/32 +12 =+/10 (cm) ( dinh 1y Pythagore)



b) Chirng minh nhu trén ta c6: IA =1B = % 12

= 7 = 6(C1’n)

Xét tam gidc vudng AIN ta co: NI=+AN? — AL’ =~/10 6> =8(cm)

Ké OK 1 AN taco KA=KN=%=%=5(cm)

Va céc tam giac vuong AIN va OKN dong dang (g.g)
:N—O:&:NO= NA-NK 105
NA NI NI

Vay R =6,25(cm).

= 6,25(cm)

Vi du 4. Cho duong tron (O) duong kinh AB =2R . Mgt ddy CD khong di qua tam O sao cho

COD =90" va CD cét dudng thing AB tai E (D nim giita hai diém EvaC ), biét OE = 2R . Tinh do dai
ECva ED theo R.

Huéng din: Ban hay v& hinh theo thtr tu sau:

- Dung (O; R)
- V& hai ban kinh OC L OD
- Nbi CD kéo dai.
- Dung (O; 2R)
- L4y E 1a giao diém cua (O;2R) va dudng thing CD.
Loi giai
C
D
A O B .

Tacé COD=90" (gt) nén aCOD vudng can tai O, ta c6: CD =+/OC> +0D?> =+/2R> =R+/2

Ké OH L CD, tam gidc COD can tai O nén duong cao OH dong thoi 1a dudng trung tuyén hay
HC=HD.

:>HC=HD=OH=C7D=RT\/§

Xét tam gidc vuong OHE, ta ¢c6: EH =+ OE* — OH” (dinh li Pythagore)

EH = \/(2R)2 —[RfT = RV14

2

= ED=EH-HD =

RVI4 RV2 _RVI4-RV2 _RV2(J7-1)
2 2

2 2



Va EC=EH+HC=

RVI14+RV2 _ RV2(J7+1)
2 2 '

Vi du 5. Cho duong tron (O;10cm ) ddy AB=16cm .

a) Tinh khoang cach tir tim O dén day AB.

b) Ldy K thudc ddy AB sao cho AK =14cm. V& ddy PQ vudng goc véi AB tai K. Chimng to
AB=PQ.

Loi giai
P
A B
Q
a) Ké OH 1 AB, ta co: HAzHBzgz%:&cm)

Xét tam giac vuong AOH , ta c6: OH =+ OA* —AH’ (dinh li Pythagore) =+/10> =8> = 6(cm).
b) Tacé: KB=AB-AK=16-14=2 (cm). Do d6 HK =HB-KB =8-2 =6(cm)

K¢ OI L PQ, khi d6 tr gidc OHKI 1a hinh chir nhat c6 hai canh ké, OH=KH = 6(cm) nén Ia hinh

vuong.

Do d6: OH =0l =6(cm). Tam giac OHB vuong tai H .
Theo dinh li Pythagore, ta c6: OB> = OH” + HB> = HB*> = OB* ~OH’ = HB =+/OB* - OH".

Tuwong ty véi tam giac OIP, ta co: IP =+/OP* —OI”
Ma OB =OP(=R) va OH = Ol(cmt) = HB = IP

Tam giac AOB can tai O c6 OH la duong cao nén dong thoi 1a dudng trung tuyén hay H 1a trung

diém ciia AB, twong tu I 13 trung diém cua PQ ma HB =IP(cmt) = AB = PQ (dpcm).
Vi du 6. Cho duong tron (O) hai ddy AB va CD song song véi nhau, biét AB=3cm,CD =4cm.
Khoang cach gitra hai day 1a 3,5cm . Tinh ban kinh duong tron (O).

Loi giai




Ké OH L AB tam gidc AOB can tai O nén duong cao OH ddng thoi 1a dudng trung tuyén hay

HA=HB=%=%=1,5(cm).

Mait khac vi AB//CD nén OH L CD tai K ta cling c6: KC=KD = CTD = % =2(cm)
Khi d6 céc tam gidc AHO va CKO vuong. Theo dinh 1i Pythagore:

AH* +OH” =0A’ (=R?) L o
= AH" +OH" =CK" + OK"(*)

CK*+O0K’ =0C’ (=R?)

bat OK =x = OH =3,5—x (**)

Thay (**) vao (*) ta co

L5 +(3,5-x) =2 +x" ©2,2543,5 - Tx+x’ =4+x’ & —-7x=-10,5 < x =15 (cm).

Xét tam giac vuong CKO ta co: CO* = OK* +CK* (dinh 1i Pythagore)

R*=1,5"+2"=6,25= R =2,5(cm).

Vi du 7. Goi I 1a trung diém cua day cung AB khong qua tAm ciia duong tron (O;R). Qua I vé& day
cung CD.

a) Chimng to CD > AB . Tim d¢ dai nhé nhat, 16n nhét ciia cac day quay quanh 1.

b) Cho R =5cm,OI =4cm . Tinh d6 dai day cung ngén nhat qua I.

¢) Chiing t6 rang; OAI > ODI.

Loi giai

a) Ké OK L CD, ta c6 tam gidc OKI vudng tai K= OI>OK (canh huyén 16n hon canh goc vudng).
Taco I 1a trung diém cua AB (gt).

Tam giac AOB can tai O(OA = OB = R) nén dudng trung tuyén OI ddng thoi 1a duong cao hay

OI L AB.

Xét tam gidc vuéng AIO, theo dinh 1i Pythagore: Al =~/OA*—OI” .

Tuwong ty véi tam giac vudng OKD : KD =+/OD* - OK”
Ma OI > OK(cmt) = KD > Al, ma K 1a trung diém cua CD va I 1a trung diém cia AB= CD > AB.
Dau "=" xay ra khi CD = AB.

Do d6 d¢ dai nho nhat ciia CD bang AB hay CD tring véi AB. Hién nhién duong kinh qua 1 1a day
16n nhit.



b) Ta c6 & OIA vudng tai 1: Al=+/OA2—OI> =+/52 4% =3(cm)
Do d6 day cung AB =6(cm).

c)sm(j-A\I—OI Ol (ﬁ_OK OK
OA R’ OD R

Ma OI>OK = % > % hay sin OAI > sin ODI = OAI > ODI.

Dang 3. Toan thuec té

Vi duy 1. Kim gio va kim phut cua ddng ho tao thanh mot goc & tdm co sd do 13 bao nhiéu d6 vao nhiing
thoi diém sau:
a) 3 gio; b) 5 gio; c) 6 gio; d) 12 gio; e) 20 gio.
Loi giai (h.2)
Cung ca duong tron 1a 360°, dugc chia lam 12 cung ™

bang nhau, moi cung cé so6 do 1a 30°.

- Goc o tam luc 3 gio 1a 30°.3=90°;

3
- Goc ¢ tam lac 5 gio la 30°.5=150°;
- Goc o tam luc 6 gio 1a 30°.6 =180°; 8
- Géc & tam lac 20 gior 1a 30°.4 =120°; p 5

Hinh 2

Vi du 2. Trong mét trd choi, hai ban Thuy va Tién cung chay trén mot duong tron tim O ¢ ban kinh
20m (hinh v&). C6 thoi diém nao diay AB ndi vi tri ctia hai ban d6 c¢6 d6 dai bang 41m hay khong? Vi
sao?

Loi giai

Khong c6 thoi diém nao day AB ndi vi tri ctia hai ban d6 c6 do dai béng 41m, vi:

Do dai cua ddy AB khong vuot qua d§ dai duong kinh 2.20=40 (m) cta duong tron. Do do AB <40.
Vi du 3. C6 thé xem gudng nudc (con goi la con nude) 1a mot cong cy hay ¢ may c6 dang hinh tron,
quay dugc nho stic nude chay (hinh a). Guong nude thuong thdy & cac ving mién nai. Nhiéu gudng
nuée duge 1am bang tre, ding dé dua nude 1én rudng cao, gid gao hodc lam mot s viée khac.

Gia str ngan nudc ngan cach giita phan trén va phan dudi ciia mot guong nude duge biéu thi boi cung
mg voi mot cay dai 4m va diém ngap sdu nhat 1a 0,5m (hinh b, diém ngap sau nhat 1a diém C, ta co

AB=4m va HC =0,5m). Dua vao d6, em hdy tinh ban kinh cta gudng nudc.



a) b)

Loi giai
Goi ban kinh cta duong tron (O) 1a R, tac6:OA=0B=0C=RvaOH=0C-HC=R-0,5= R—%.
Tam giac AOB can tai O nén dudng cao OH ddng thoi 1a duong trung tuyén hay H 1a trung diém cta

AB,tacé:HA=HB=%=%=2(cm)

Xét tam giac AHO vuong tai H. Theo dinh li Pythagore, ta co:
1Y 11
OA’ =OH” + AH’ hay R? :(R—Ej +2’ R =R’ —2ER+Z+4

<:>R=%+4<:>R=177=4,25(m).

Vay ban kinh ctia gudng nuéce 1a 4,25(m).

D. BAI TAP TU LUYEN
Bai 1. Cho duong tron (O; R) . Vé day AB = R+/2 . Tinh s6 do ciia hai cung AB.
Huwéng din giai
Xét AAOB ¢6
OA> +OB* =R* +R* = 2R’
4B =(RV2) =28’

Vay AAOB vubng tai O. %

Do do6 sd AB = 90°; S6 do cung 16n

AB =270, p 25 B
Hinh 166

Bai 2. Cho dudng tron (O; R) . V& day AB sao cho s do cua cung nho AB bang % s6 do cua cung 16n
AB. Tinh dién tich ctua tam gidc AOB



Hudéng dén giai
Xét AAOB co
OA* +OB® =R* + R* =2R’
48* = (RV2) =28°
Vay AAOB vuong tai O. A
Do d6 sd AB = 90°; S6 do cung 16n AB = 270°.

— —

. . S B \ oA
Vi 0 do cua cung AB nho bang E s0 do cau cung AB 16m, nén Hinh 167

sd ABmo =360°:3=120°. Do d6 AOB =120°.
Ma AAOB can tai O, suy ra A= 30°.
vé OH 1 AB, ta dugc OH = OA4.sin A = R.sin30° = %R.

Dién tich tam giac 4OB 1a
2
s-Lapor—Lralp B3
2 2 2 4

N RV3 . . . .
Bai 3. Cho hai duong tron dong tam (O; R) va (O;T] . Trén duong tron nhé lay mot diém M. Ticp tuyen
tai M clia dudng tron nho cat duong tron 16n tai A va B. Tia OM cit dudng tron 16n tai C.
a) Chirng minh ring CA = CB.
b) Tinh s do cia hai cung AB.
Hudéng dén giai
a. Taco OM L AB (tinh chét cta tiép tuyén),
AAOB can tai O, suy ra 51 = (/)\2, do do
CA=CB (vi hai goc ¢ tam bang nhau thi hai cung bi chin
bang nhau).

b. Tacd MA = MB (dudong kinh vudng goc véi day cung).

i— 1 — B

2
s o » o [RB) R
MA- =0A" -OM~ =R _(T = 4 Hinh 168

R . . . 5
= MA = > do d6 AB = R. Tam gidc AOB c6 ba canh bang nhau nén la tam gidc déu. Vay

AOB = 60° = sd ABus = 60° va sd ABis = 300°.

Bai 4. Cho duong tron (O;5cm) va ddy 4B =8cm.

1. Tinh khoang cach tir tim O dén day AB .



2. LAy diém [ trén ddy 4B sao cho A7 =lcm. Qua [ ké ddy CD vudng goc v6i AB .
Chimg minh rang AB =CD.
Loi gidi

1.Ké OF L 4B tai E.Khido E 1atrung diém ciia 4B, do vay

EA:EB:£:4
2 D
Tacd OE =~JOB* —EB* =25-16 =3cm. o
F

2.Ké OF L CD tai F= F l1atrung diém ciia CD .

A B
N
Do vay FC:Fch_zD. b

S

Tacod IE=AE—-Al=4—-1=3cm, suy ra OEIF 1a hinh vuoéng. Do d6 OF =3cm.

Xét tam giac OFD vudng tai F ,taco FD=~+O0D* -OF* = J25-9 =4cm.
Dovay CD=2FD =8cm,suyra AB=CD.

Bai 5. Trong hinh v& bén ¢6 mot manh gidy hinh chit nhat che khut mot phan
ctia dudng tron (O) . Cho biét 4B =1cm, BC =4cm va MN =2cm.

1. Tinh d06 dai doan D N.

2. Cho AM =1cm. Tinh béan kinh ctua duong tron (O).

Loi giai oD
1.Ké OH 1 BC tai H, OH cat DN tai [.Khi d6 £7,7 lan luot 1a O
o B YN
trung diém cua BC, DN.
Ae—e )\

Ta cé HB = HC - % —2cem. Vi AMIH 13 hinh chit nhét



nén IM = AH = AB+BH =1+2=3cm

Dodd IN=IM —-MN =3-2=1cm

Vay DN =2IN =2cm.

b) Xét tam gidc OHB vudng tai H ¢6 OB =~OH* +4

Xét tam giac OIN vuodng tai [ ¢6 Ol =OH + HI =OH +1, do d6

A M

ON =\JOI* + IN* = J(OH +1)* +1

Ma ON = OB <> JOH? +4 = [(OH +1)* +1 < OH* +4=OH* +20H +2 <> OH =1

Khi do OB=+1+4=+/5cm

Bai 6. Cho dudng tron (O; 0A4) va dudong kinh 4D =12,5¢m. Lay diém B thugc dudng tron (O; 04)
sao cho 4B =10cm. Ké ddy BC vudng goc v6i duong kinh AD . Tinh céc khoang cach tir tim O dén cac
day ABva BC.

Loi giai

Vi 04 =0D = OB nén tam giac ABD vuéng tai B, do d6

B
BD =~ AD? — AB*> =4/12,5* —10> =7,5cm.
Ké OH L AB tai H:OH=%=3,7SCm.
A O 2 K b
Goi K 1a giao diém cua AD va BC,khi d6 OK L BC.
Xét tam giac ABD vudng tai B tacod
107 ¢
AB* = AK . AD = AK = 5 8cm
12,5

Do d6 OK = AK — A0 =8— =1,75cm .

Bai 7. Cho duong tron (O) va duong kinh AB . Goi M, N theo thi ty 13 trung diém ciia 04,08. Qua
M, N lan luot vé& cac ddy CD, EF song song véi nhau (C, E cung nam trén mot nira dudng tron duong

kinh 4B).
1. Ching minh tr gidc CDEF 1 hinh chir nhat

2. Giastt CD va EF cungtao v6i AB mot goc 30°.Tinh dién tich hinh chit nhdt CDEF



Loi giai

1.Ké¢ OP LCD tai P

= P latrung diém CD va OP 1 EF (do CD//EF).

Gia sit OP ciat EF tai 0= Q la trung diém cia EF .

Xét hai tam giadc vuong OPM va OQN c6

OMz%z%zojv va MOP = NOQ nén

AOPM =sOQN , do do OP =00 = CD = EF .

Xét to gidc CDEF ¢6 CD = EF va CD//EF nén CDEF' la hinh binh hanh.

Lai c6 PQ la duong trung binh cta hinh binh hanh CDEF va PQ | CE = CD 1. CE
Do @6 CDEF 1a hinh chir nhat.

2. Xét tam gidc OPM vuodng tai P c6 OMP = 30", suy ra

_OM _04_R
2 4 4

R

oP = CE=PQ=20P=".

Xét tam giac OPC vuong tai P, tacod

2
CP=~0C*-0P* = RZ—R—=R—*/E:> CD=2CP=RT‘/E.

16 4

R RV15 RIS
Ty .

Tu (1) va (2) tacod Scppr = CD.CE = 5 1
Bai 8. Cho dudng tron (O) va duong kinh AB =13cm.Day CD =12cm vudng goc voi AB tai H .
1. Tinh d¢ dai cac doan HA4, HB
2. Goi M, N theo thur tu 1a hinh chiéu cia H 1én AC, BC . Tinh dién tich t&r gidc CMHN .

Loi gidi

1.Vi CD 1L AB tai H nén CH:C—2D:6cm.



Gia st HA < HB . Xét tam giac OCH vuong tai H c¢6 C

OH =JOC* —HC* =J6.5*-6> =2,5cm y

Do d6 HA=6,5-2,5=4cm va HB=13-4=9cm ' gl o

2. Vi aCHN ~aABC nén

S _(CHY_&_36 Y
Sse \AB) 13 169
Ma S 45c =%'13'6 =39¢m? nén
36 108 216
SCHN =39 @ = FCI’I’I2 = SCMHN = —Cm2
Bai 9. Cho duong tron (O;5cm) va diém M cach O mot doan 1a 3cm
1. Tinh d¢ dai day cung ngan nhit cua (0) di qua M .
2. Tinh d¢ dai day cung dai nhat cia (0) di qua M .
Loi giai
Gia st £EF' 1a mot day cung tuy v qua M, CD la day cung di qua M va A
vuong goc vai OM, AB la duong kinh chita M cua duong tron (O) . .
Ké OH L EF tai H = H latrung diém EF . 0
.
1. Tacd HE =~JOE> —OH* . Vi EF =2HE,OFE =5cm D yc

nén EF nho nhit khi HE 16n nhét.
Lai c6 tam giac OHM vuong tai H nén OH <OM

Déu bang chi xay ra khi H =M < EF =CD

Ta c6 MC =NOC?—OM? =25-9 =4 = CD = 8cm.
Vay EF nho nhét bang 8cm khi EF 1 OM.

2. Vi A B 1a duong kinh di qua M = EF < AB . Do viy EF 16n nhét bang 10cm khi EF 1a dudng kinh
diqua M .

Bai 10. Cho tam giac 4BC nhon ndi tiép duong tron (0) va M 1a diém bat ky trén cung tron



BC khong chira 4. Goi D, E 1an luot 1a diém dbi xtimg caa M qua AB, AC . Tim vi tri cia M dé @6
dai DE nho nhat.

Loi gidi
Goi AA' 1a duong kinh cua dudng tron (0) .
Vi D, E lan luot 1a diém d6i xing cia M qua 4B, AC

nén AD =AM = AE , do @6 tam gidc AED cantai A .

Lai c6 DAE = DAM + MAE = 2(BAM + MAC) = 2BAC

(khong d6i).
Vivay DE 16n nhat khi 4D 16n nhét, tirc 1a AM 16n nhat

SM=A4



BAI 15. PO DAI CUA CUNG TRON. DIEN TICH HINH QUAT TRON VA HiNH VANH
KHUYEN

A. KIEN THUC CO BAN CAN NAM
1. PQ DAI CUA CUNG TRON

Cong thirc tinh do dai ctia cung tron
Trong doi sdng, ta thuong 1y 7 ~ 3,14 .

Do d6, ta c6 cong thire tinh d6 dai C cia duong tron (O; R), dudng kinh d =2R la: C=7d = 27rR.(1)

Ta c6 cdng thirc tinh ¢ dai / cia cung »n° trén dudng tron (O;R) :[ = %ER (2)

. n / n
Nhan xét. Tt hai cong thuc (1) va (2), ta dugc | =——zd hay —=——, nghia la:
: g (1) va (2) . 3607 y 360 "

_ "
360 C
Ti s6 giita 6 dai cung n° va do dai duong tron (ciing ban kinh) ding bang %

Vidu 1. Cho 4 va B 1a hai diém trén duong tron (0;3cm) sao cho AOB =120 Tinh s6 do va do dai cac
cung c6 hai mut A, B.
Loi giai

m
Hinh 5.13
Ta c6 hai cung:

Cung nhd AB bi chin boi goc & tim AOB . Do d6 sdAB = AOB =120° ;

Do dai /, ciacung 4B 1a: [ =%7[-3 =27 (cm).

Cung 16n AmB c6 sb do 1a: sd AmB =360" —120° = 240".

Do dai /, cia cung AmB la: [, = %ﬁ& =47 (cm).

2. HINH QUAT TRON VA HINH VANH KHUYEN

Hinh tron, hinh quat tron va hinh vanh khuyén

1) Hinh quat trén 1a phan hinh tron gioi han boi mot cung tron va hai ban kinh di qua hai dau mut cia cung
do (H.5.15).

2) Hinh vanh khuyén (con goi 1a hinh vanh khin) (H.5.16) 1a phan nam gitta hai duong tron ¢ cung tim
va ban kinh khac nhau (con goi 13 hai dudng tron dong tam).



A

Hink 5.15 Hinh 5.16

Dién tich hinh quat tron va hinh vanh khuyén
Dién tich S, cua hinh quat tron ban kinh R mg v6i cung n” : S, :%ﬂRz ZI'TR.(3)
Dién tich S, ciia hinh vanh khuyén tao boi hai dwong tron dong tim c6 ban kinh R va r.
S, =n(R-r*) (R > r).(4)
Nhén xét:
Cong thite (3) ¢6 thé Viét1a S, =-S5 ha Se_n Lok

s 73600 S 360 o

Ti s6 gitra dién tich hinh quat tron Gmg v&i cung #° va dién tich hinh tron (cing ban kinh) ding bang 3’1%

va bang ti sb giira d dai cung n° va d6 dai dudng tron.
Vi du 2. Tinh dién tich cta hinh vanh khuyén nam gitta hai dudng tron dong tdm c6 ban kinh 1a 3 m va
Sm.
Loi giai
Goi S, 1 dién tich can tinh. Taco S, = 7(5* —3*)=167(m’).
Vi du 3. Tinh dién tich cta hinh quat tron ban kinh 5cm va c6 d6 dai cung tuong tmg véi nd bang 4zcm .
Loi giai
Theo dé bai, hinh quat tron c6 do dai cung twong g véind 1 / = 4zcm , ban kinh 1 R = 5cm . Do d6 theo
(3), dién tich S cuand 1a: § = LR_47-5 107 (em?).
2 2
B. BAI TAP SACH GIAO KHOA
5.9. Cho duodng tron (0;4 cm) va ba diém 4,B,C trén duong tron d6 sao cho tam gidc ABC cén tai

dinh 4 va s6 do ctia cung nhdé BC bang 70° .
a) Giai thich tai sao hai cung nhé 4B va AC bang nhau.
b) Tinh d6 dai ctia cac cung BC, 4B va AC (1am tron két qua dén hang phan muoi).
Loi giai
A

a) Xét AOAB va aOAC co:
Canh OA chung; O4=0C=R; AB=AC( do a4ABC cantai A).



Do d6 AOAB =A0AC (c.c.c). Suy ra AO0B = 40C (hai gbc tuong Ung).
Khi d6 sd@ AB =sd AC nén AB=AC .
Vay hai cung nhd AB va AC bang nhau.

b) Do dai cung BC la: ﬂ-ﬂ'-425ﬂ'z4,9( cm).

180 9
Ta ¢6: AOB+AOC +BOC =360" < 2.A0B+70° =360° < 2.A0B=290° < AOB =145’
D6 dai cung AB va cung AC la: %-EA:%HEIO,I( cm).

Vay do dai cung BC khoang 4,9 cm va d6 dai cung AB va cung AC khoang 10,1 cm .
5.10. Tinh dién tich ctia hinh quat tron ban kinh 4cm , ing v6i cung 36 .
Loi giai

Dién tich ctia hinh quat tron ban kinh 4cm , tng véi cung 36 1a: 36 o 1, 67r(cm2 )

Vay dién tich cta hinh quat tron ban kinh 4cm , tmg véi cung 36 1a 1,6zcm’.

5.11. Tinh dién tich hinh vanh khuyén ndm giua hai dudng tron dong tim c6 ban kinh 13 6cm va 4cm .
Loi giai

Dién tich hinh vanh khuyén nam giira hai duong tron dong tam c6 ban kinh 1a Scm va 4cm la:

7r(52 —42) = 97r(cm2).

Vay dién tich hinh vanh khuyén nam gitta hai duong tron dong tim c6 bankinh1a 5 cm va 4cm 1a 97zcm?

5.12. C6 hai chiéc banh pizza hinh tron (H.5.18). Chiéc banh tht nhat c6 duong kinh 16cm duoc cit thanh
6 miéng déu nhau c6 dang hinh quat tron. Chiéc banh thir hai c6 duong kinh 18cm duoc cit thanh 8 miéng
déu nhau c6 dang hinh quat tron. Hiy so sanh dién tich bé mat cta hai miéng banh cit ra tir chiéc banh thir
nhat va thir hai.

Hinh 5.18
Loi giai
N ’ A < 5 X. K , 4 N & , , IO 7['162 128
Dién tich bé mat ciia moi miéng banh cat ra tir chiéc banh thir nhat 1a p = Tﬂ(cmz)

T S S S P S . w18 81
Dién tich bé mat ciia moi miéng banh cat ra tir chiéc banh thir hai 1a: i (cmz)

Vi %75 > %ﬂ' nén miéng banh cit ra tir chiéc banh thir nhat 16n hon chiéc banh thir hai.

Vay dién tich bé mit cua hai miéng banh cit ra tir chiéc banh thi nhat 16n hon chiéc banh thit hai.



5.13. Mot chiée quat giéy khi xo¢ ra c6 dang nura hinh tron ban kinh 2,2dm nhu Hinh 5.19. Tinh dién tich
phan gidy cta chiéc quat, biét rang khi gip lai, phan gidy co6 chiéu dai khoang 1,6dm (lam tron két qua dén

hang phéan trim cta dm? ).

Hinh 5.19

Loi giai
Dién tich phan gidy cua chiéc quat la: 7(2,2” ~1,6*) =2,287(dm’).
Vay dién tich phan gidy cta chiéc quat 1a 2, 287r(dm2) )
C. PHAN LOAI CAC BAI TAP

Dang 1. Tinh d¢ dai cac cung tron. Dién tich cac hinh

Vidu 1. Cho A va B 14 hai diém trén duong tron (0;0,8) sao cho AOB =100". Tinh sb do va d¢ dai
cac cung c6 hai mut A, B.

Loi giai

A,B 12 hai diém trén (O)nén s€ c6 hai cung.

Cung nhé AB bi chin boi goc & tim AOB : sd AB = AOB =100

Do d6 d¢ dai cua cung nho AB la: /= %-7[-8 = %ﬂ(cm)

Cung 16n AnB c6 s6 do: s¢ AnB = 360" —100" = 260’

Do d6 d6 dai cia cung lon la:/ = %'ﬂ"g = %ﬂ(cm).

Vi du 2. Tinh d6 dai cung 90" cua dudng tron (O;6cm ).
Loi gidi
. oy P 90
Tacé: n=90 va R=4cm. Do d6 do dai cung:l=@-7z~6=3ﬂ(cm).

Vi du 3. Tinh dién tich hinh quat tron c6 ban kinh 4cm , ing véi cung 36

Loi giai




Taco: n=90" va R=6em . Do do do dai cung:S, = >0 7.4° =1,67(cm’).

Vi du 4. (Xem hinh v¢)
a) Tinh dién tich hinh quat tron tdm O cung nhé AB.
b) Tinh dién tich hinh giéi han boi ddy AB va cung nho AB (goi 1a hinh vién phan tdim O cung nhd
AB).
Lam tron két qua dén hang phan mudi centimét vuong).
B

12 em

Loi giai
a) Ta c6: AOB =90 nén sd sd¢AB=AOB=90".

20

Do dé: S, = 7r-122=367r(cm2).
1360

b) Taco: S, =S, —S,0s (SVp la dién tich hinh vién phén; S, 1a dién tich tam giac AOB ).

S.on :%OA-OB:%-12-12:72(cm2). Vay S, :367r—72z41,0(cm2).

Vi du 5. Phan hinh tron duoc giéi han boi mot cung va day cing cung d6 goi 1a hinh vién phan. Tinh
dién tich hinh vién phin AmB, biét goc & tam AOB =60 va ban kinh duong tron 1a 5,1cm (hinh v€)

(két qua 1am tron dén hang phan tram cua cm” ).

Loi giai

Goi S, 1a dién tich hinh vién phén, S, = la dién tich hinh quat va S,,, la dién tich tam giac AOB.
o 60 2 2
Taco: S, —%-ﬂ-(S,l) ~13,62(cm’).

Xét AAOB cén tai O(OA =0B=R) c6 AOB=60" nén tam giac AOB déu.



Do do S, = YR

CRA3 5123
4

zll,26(cm2)

Do d6 S, =S, —S,05 =13,62-11,26 ~ 2,63(cm?).
Vi du 6. Tinh dién tich hinh vanh khuyén nam giita hai duong tron dong tdm ¢ ban kinh 1 6cm va
4cm.
Loi giai
Goi S, l1a dién tich hinh vanh khuyén can tinh.
Taco: S, =7-(6° =47 ) =207 (em?).
Vi du 7. Cho dudng tron (O;4cm) va ba diém A,B,C trén dudng tron dé sao cho tam giac ABC can
tai dinh A va sd do cung nhé BC bang 70°.
a) Giai thich tai sao hai cung nho AB va AC bang nhau.
b) Tinh d6 dai cta cac cung BC,AB va AC (Iam tron két qua dén hang phan mudi).

Loi giai

A

a) N6i O véi A . Xét tam giac AOB va tam gidc AOC co:
OA : canh chung, AB=AC (gt),OB=0C(=4cm)

Do d6 aAON =aAOC (c.c.c) = AOB = AOC = s¢AB = s¢ AC.
Coan axs . . 70 14
b) Goi do dai cua cung BC 1a /|, taco:/, = @-7{-4 = E;z ~4,9(cm).

360" —-70°

Ta co: sdAB = sd AC = —145

Goi 1,1, 1an luot 1a d6 dai cia cung AB va AC, ta co:l, =1, :%-ﬂ-4:?ﬂz10,l(cm).

Vi du 8. Cho tam giac déu ABC c6 AB= 24/3cm . Nura duong tron duong kinh BC cét hai canh AB
va AC lan luot tai D va E (khdc B va C ) (hinh v&).

a) Chiing t6 rang ba cung nho BD,DE va EC bang nhau. Tinh s6 do mi cung ay.

b) Tinh dién tich cua hinh vién phan gidi han béi day BD va cung nho BD.

Loi giai



B o
a) Tam gidc ABC déu(gt) > A=B=C=60".
Goi O la tam cua ntra duong tron duong kinh BC, ta c6 tam gidc BOD can tai O co
B=60"(cmt) =aBOD 14 tam gi4c déu = BOD = 60".
Tuong tu v6i tam gisc COE = COE = 60’ .
Do d6 DOE =180" —(BOD + COE) =180" —(60" +60°) = 60",
Ta c6 BOD = DOE = COE = 60" = sdBD = sdDE = sd EC = 60"
b)Taco S, =S, —Sy,

Tam gidc ABC déu = BC = AC = AB =2+/3(cm)

BC 2.3 60 , 1 ,
:OB:OC:T:T:\/g(cm) quﬁ-ﬂ(\@) :Eﬂ:1,57(cm )
NORVERENE]
SBOD:( 3‘ = (cmz)zl,?aO(cmz)

Viy S, =1,57-1,30~0,27(cm?).

Dang 2. Toan thuec té

Vi du 1. Ba bo phén truyén chuyén dong ctia mot chiée xe dap gdm mot gio dia (banh ring gin véi ban
dap), mot chiée lip (cling c6 dang banh ring gin voi banh xe va bo xich (hinh v&). Biét rang gio dia co
ban kinh 15¢m, lip c6 ban kinh 4cm va banh xe c6 dudong kinh 65cm. Hoi khi nguoi di xe dap mot
vong thi xe chay duoc quing dudng dai bao nhiéu mét (lam tron dén hang phan chuc)?

Loi giai

Gio dia
Chu vi banh xe 657, chu vi lip 87, chu vi gio dia 30x .

Khi nguoi di xe dap dap mot vong gio dia thi lin quay dugc: 307 : 87 = % (vong)




Do d6 xe chay dugc quang duong la: 657 %5 = 97157r ~ 765,76(cm) =~ 7,7(m)

Khi nguoi di xe dap mdt vong thi xe chay dugc quang duong dai khoang 7,7 (m).

Vi du 2. Mot hoa tiét trang tri c6 dang hinh tron ban kinh 4dm duoc chia thanh nhiéu hinh quat tron
(hinh v&), mbi hinh quat c6 goc ¢ tim 1a 7,5 . dién tich ctia mdi hinh quat d6 1a bao nhiéu decimét

vuong (Iam tron két qua dén hang phan tram)?

Loi giai
Mdi hinh quat duoc chia ra chin cung 7,5  va c6 ban kinh dudng tron 13 4dm .

Do d6 dién tich ciia mdi hinh quat la:S_ = %-n 4 = %7[ ~1,05(dm’).

Vi du 3. Mot chiéc quat giéy kho xo¢ ra c6 dang nira hinh tron ban kinh 2,2dm nhu hinh v€. Tinh dién
tich phan gidy cua chiéc quat, biét rang khi gip lai, phan gidy c6 chiéu dai khoang 1,6dm (lam tron két

quéa dén hang phan trim ctia dm?® )?

Loi giai

Phan gidy cua chiéc quat c6 dang hinh vanh khuyén.

Goi dién tich ctia phan gidy 1a S, , ta c6:S, = %E(Rz - r2)

trong @6 r=R —1,6 =2,2-1,6 =0,6(dm) =%7r(2,22 ~0,6")~7,03(dm’).

Vi du 4. Trong hinh v& chiéc quat c6 dang mot hinh quat tron tim O cung AB, ban kinh

OA = OB =20cm. Gidy dugc dan trong phan gi6i han boi cung AB, cung CD, doan thaing AC va BD
véi OC = OD =10cm. Biét khi mo rong téi da, hai nan quat ngoai cung tao thanh mot goc AOB =140".
Tinh chu vi va dién tich manh gidy dé dan mot mit quat (dién tich mép dan khong dang ké).

Loi giai



D¢ dai cung AB:II=@-7Z'-2O=£7Z'
180
D¢ dai cung CD: [, =@~7Z'10=7—07Z'
180 9
Goi P 1a chu vi manh gidy, ta co:
PZII+BD+12+AC=%7T+10+%07Z+10=2O+(%+7—0j7[220+?ﬂ'z93(0m)

Goi S, la dién tich manh gidy, ta ¢6:S, = mn(zo2 -10%) = 30« 366,5(cm?).
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Vi du 5. Hinh v€ bén mo ta mat cit ciia mot khuc g5 c6 dang mot phﬁn tu hinh vanh khuyén, trong do6
hinh vanh khuyén gi6i han boi hai duong tron cliing tim va c6 ban kinh 1an luot 13 4dm va 3dm . Dién
tich mat cat d6 13 bao nhiéu decimét vudng (1am tron két qua dén hang phan mudi)?

Loi giai

Mat cit khue g5 co dang hinh vanh khuyén, goi S, 1a di¢n tich mat cit.
z 1 2 2 7 2
Taco: S, :—7:(4 -3 ) =—T= S,S(dm )
4 4
Vi du 6. Mot may kéo nong nghié¢p c6 duong kinh banh xe sau 1a 124m va dudng kinh banh xe trudce la
80cm . Hoi khi banh xe sau lan dugce 20 vong thi banh xe trude lan dugce bao nhiéu vong?

Loi giai

Chu vi banh xe sau 1a 1247, khi banh xe sau lan dugc 20 vong, ta c6:1247.20 = 248077 (cm)

Chu vi banh xe trude 1a 80



Do d6 khi banh xe sau 1an dugc 20 vong thi banh xe trude 1lan dugce: 24807 : 80 =31 (vong).
D. BAI TAP TU LUYEN
Bai 1.

a) Tinh d¢ dai cung 60° cia m{t dudong tron c6 ban kinh 2 dm.

b) Tinh chu vi vanh xe dap c6 duong kinh 650mm.

Loi giai
, . i TRn , .
a) Ap dung cong thtic / = 120 trong d6 n=60"; R =2 ta dugc
[~ 3,14.2.60 _ 2.,09(dm)
180

b) Chu vi vanh xe dap la
C=r.d=3,14.650=2041(mm)

Bai 2. May kéo nong nghiép c6 hai banh sau to hon hai banh trudc. Khi bom cang, banh sau xe c6 duong
kinh 1a 1,672m va banh xe trudc c6 duong kinh la 88cm. Hoi sau khi banh xe sau lan dugc 10 vong thi
banh xe trude lan duge may vong?

Loi giai
Chu vi banh xe trudc 1a: 7.0,88(m)

Chu vi banh xe sau la: 7.1,672(m)

10.7.1,672

S6 vong banh xe trude lan dugc khi banh sau quay 10 vong 1a: =19 (vong)

M

Bai 3.
Banh xe cia mot rong roc c6 chu vi la 540mm. Day cua-

roa bao banh xe theo cung AB c6 d¢ dai 200mm. Tinh
goc AOB (h.82) .

Loi giai

7Rn

Tur cong thue [ =

180./ _ 360./ _360.200 ~133°

Suyra: n=
7R 27 R 540 Hinh82

Vay: AOB = sd AB ~133".
Bai 4. Vi do cia Ha Noi la 20°01'. M&i vong kinh tuyén ctia Trdi DAt dai khoang 40000km.
Tinh d¢ dai cung kinh tuyén tor Ha Noi dén xich dao.
Loi giai
Vi d6 cua Ha Noi 1a 20°01' c6 nghia 1a cung kinh tuyén tr Ha Noi dén xich dao c6 sb do la:

, 1Y’ Ha Noi
20°01 = (20—)
60

Ap dung cong thic: 0 20°01'
Xich dao
= ZRn 2R o inh duoc: |~ 2224km. Hinh 83
180 360

Bai 5. Cho duong tron (O) ban kinh O4. Tir trung diém M cua OA4 v& diy BC L OA. Biét d6 dai duong
tron (O) 1a 4.7(cm). Tinh:



a) Ban kinh cua duong tron (0);
b) Do dai hai cung BC' ctia dudng tron.
Loi giai
47
a) R=—2(cm
) 27 ( )
b) ABOA c¢6 BM vira 1a duong cao vira 1a trung tuyén nén 1 tam giac cin, suy ra OB = BA

Mait khac OB = OA4 nén ABOA la tam giac déu, do do:

B
BOA = 60°, BOC =120°%sd BAC =120° \
2.120 4 1/, NA
Do dai ciia cung BAC 1a ], = T :—n(cm) " 0
180 3 /
2240 8
Do dai ctia cung BmC 1a 1, = i =—n(cm) C

180 3 Hinh 214

Bai 6. Tam giac A4BC c6 AB=AC = 3¢m; A =120°. Tinh d6 dai duong tron ngoai tiép tam giac ABC.

Loi giai

A

Hinh 215

Tacé AB=AC=AB=AC dodé OA L BC. AABC latam giac can c6 OA la duong cao nén cling
1a dudng phan gide do &6 BAO = 60° va ABAO la tam gic déu.
= R=0A=AB=3cm
Do dai dudng tron ngoai tiép AABC la: C =2nR ~2.3,14.3=18,84 (cm)
Bai 7. Mot tam giac déu va mot hinh vudng cing c6 chu vi 1a 72cm. Hoéi d6 dai dudng tron ngoai tiép
hinh nao 16n hon ? Lén hon bao nhiéu ?
Loi giai

Do dai mdi canh cua tam gidc déu 1a: 72:3=24(cm)

Do dai mdi canh hinh vudng la: 72:4 =18(cm)
, \ 24 24
Ban kinh dudng tron ngoai ti€p tam giac déu la: R, = = :8x/§ cm
g tron ngoai tiép tam g TN (cm)

"2




Bén kinh dudng tron ngoai tiép hinh vuéng 1a: R, = 18 = 18 _ 92 (cm)

2sin45° ) Q -
2
Vi 8/3 > 942 nén Ri > Ry, do d6 d6 dai duong tron ngoai tiép tam giac déu 16n hon do dai dudng
tron ngoai tiép hinh vudng. Hiéu céc o dai do la: G, —C, = 2m(R, —R,) = 27(8v3 ~9v2) (cm)

Bai 8. Cho duong tron dudng kinh BC = 2R. Trén duong tron 1y mot diém A4 sao cho AB = R3. Goi

: ; ... P PP
P,P,, P, 1achu vi cac duong tron c6 duong kinh lan lugt 1a C4, AB va BC. Chung minh: - = ?2 = 73

Loi giai

Ta co BAC =90° (goc ndi tiép chin nira duong tron)
AC® = BC* — AB” = (2R)’ —(Rﬁ)2 _R
Dodd6 AC=R ‘
Chu vi cac hinh tron c6 duong kinh AC, AB va BC lan luot la:
P =mR;P, =nR\/3; P, = 2R
P ., B mR3

Taco: —=n"R*; = =n'R*;
3 3
P_32= 4R’ 2R
4 4
2 2 2
Dodo _B _ &
1 3 4

Bai 9. Cho tir giac A4BCD ngoai tiép duong tron (O). V& ra phia ngoai ctia tir gidc nay bdn nira duong
tron c6 dudng kinh lan luot 1a bdn canh cua tir gidc. Ching minh rang tong do dai hai nira dudng tron cd
duong kinh 1a hai canh do6i dién bang tong d6 dai hai ntra duong tron kia.

Loi giai



- C
Hinhll3

D

Dung tinh chét hai tiép tuyén cat nhai ta chimg minh duoc
AB+CD = AD + BC (1)
Tong do dai hai ntra duong tron duong kinh AB va CD la:

I = “';B f D g(AB +CD) )
Tong d6 dai hai ntra duong tron duong kinh 4D va BC la:
nAD nBC =
[, = + =—(AD+BC 3
2= D) ( ) 3)

Tu (1); (2); 3) suyra [, =1,
Bai 10. Tinh dién tich hinh tron ndi tiép mot hinh vudng c6 canh 1a 4cm.
Loi giai
Tinh ban kinh hinh tron ndi tiép duoc r=2cm.
Tinh dién tich hinh tron noi tiép duoc S=4r (cm2 )
Bai 11. Chan mot déng cat d6 trén mot nén phéng nam ngang la mot hinh tron ¢ chu vi 12m. Hoéi chan
dong cat d6 chiém mot dién tich 1a bao nhiéu mét vudng?
Loi giai

Trudc hét ta tinh R theo cong thitc R = 2£ ta dugc: R = g(m)
T V4

Sau d6 tinh S theo cong thitc S = 7R’ ta dugce: S = 36 1 1,46(m2)
T

Bai 12. Mot vudn c6 hinh chit nhat ABCD c¢6 AB = 40m, AD = 30m. Nguoi ta mudn budc hai con dé
¢ hai géc vuon A4, B. C6 hai cach budc:

- Mbi day thimg dai 20m.
- Mot day thung dai 30m va day thung kia dai 10m.

Hoéi véi cach budce nao thi dién tich c6 ma ca hai con dé c¢6 thé an dugc sé 16n hon (h.60) ?



x a)
il L4
: \{(\k}"’r‘nu \\{I‘M"‘Y‘ c
Hinh 90
Loi gii

Theo cach budc thir nhét thi téng dién tich ¢6 ma hai con dé ¢6 thé dn dugc 1a:
1 2 1 2 2

Sy =—7-20° +—7-20° = 2007 (m" )
4 4

Theo cach budc thir hai thi téng dién tich c6 ma hai con dé c6 thé an duoc la:

S, sl = 2507 (m”)
4 4

Vi S, > S, nén cach budc thi hai thi dién tich c6 ma hai con dé 6 thé an dugc s& 16n hon.
Bai 13. Hinh vién phan 13 phan hinh tron giéi han boi mot cung va ddy cing cung dy. Hay tinh dién tich
hinh vién phan AmB, bit goc & tam AOB = 60°
va ban kinh duong tron 1a 5,1cm (h.94) .

Giai

Tam gidc OABc6 OA=0B va 0 =60"nénla tam gidc déu canh 5, 1cm.

(5,1) - J3
4

Dién tich AOAB 1a: S, =

m512-60 - (5,1)

Dién tich hinh quat OABla: S, =

360 6

a) Tinh di¢n tich S cua hinh vanh khan theo R, va R, (gidsu R, > R, ).



b) Tinh dién tich hinh vanh khéan khi R, =10,5cm, R, =7,8cm.
Loi giai
a) Dién tich hinh tron (O;R,) 1a S, = 7R}.
Dién tich hinh tron (O;R,) 1a S, = zR; .
b) Di¢n tich hinh vanh khan la:

S=58,-8,=7R' —7R; =7 (R} - R;])
s:3,14(10,52 —7,82):155,1(cm2)

Bai 15. Ching minh rang dién tich hinh tron ngoai tiép hinh vudng bang hai 1an dién tich hinh tron ndi
tiép hinh vuéng do.
Loi giai
Goi dg dai canh hinh vuong 1a a.

a2 a

Suyra R=——; r=—
2 2
Dién tich hinh tron ngoai ti€p hinh vudng la:

a~'?2 ’ na’
51—7{ > j =— (D

2

Dién tich hinh tron ndi tiép hinh vudng la:

a ? TEa2
S, _n(gj = )

Tu (1) va(2) suyra S, =285,
Bai 16. V& lai hinh 98 15i tinh:
a) Di¢n tich hinh tron ¢ gitta;

b) Dién tich mién gach soc

a) Ta co AC = ABA2 =203/2(cm)
Duong kinh hinh tron ¢ gitra la:
d = AC~(10+10)=20y2 -20 =20(~2 ~1) (cm).

Bén kinh hinh tron ¢ gitra 1a » = 10(\/5—1) ~4,14(cm)



Dién tich hinh tron ¢ gitra la:
S, =mr’ = 71.(4,14)2 ~ 54(cm2)
b) Mubn tim dién tich mién gach soc ta lay dién tich hinh vudng trir di dién tich bén hinh quat tron va
trir di dién tich hinh tron & gitra.
Dién tich hinh vuong la § =20° =400(cm” )
Dién tich bon hinh quat tron la: S, =m.10° 3 14(cm2)
Vay dién tich mién gach soc la:
S, =S—(8,+S,)~ 400 (54+314)=32(cm’)
Bai 17. Tam giac déu co6 canh a, ndi tiép duong tron (O) . Tinh dién tich hinh vién phan tao thanh bdi mét
canh cua tam gidc va mdt cung nho cang canh do.
Loi giai

A

Hinh 221

Trudc hét ta tinh ban kinh ctia duong tron ngoai tiép tam giac
av3
R="12
3
Sau do6 ta tinh dién tich hinh quat OnmC duoc:

2
2 A3 120
3 TC(IZ

: 360 9
Dién tich ABOC la:

1 a\/g_azx/g

S, =—a. =
276 12
Di¢n tich hinh vién phan can tim la:
sos s, -0 a3 —ﬁ(4n—3\@) ~0,2054° (dvdt)
P9 120 36 ’

Bai 18. Tam giac ABC vudng tai A, dudng cao AH = 2cm. Trén ciing mot nira mit phang bd BC ¢6 chira
A ta v€ ba ntra duong tron c6 duong kinh lan luot 1a BH, CH va BC. Tinh dién tsich mién gi61 han boi ba
dudng tron do.

Loi giai



Hinh 222

Ta dat HB =2R; HC =2r thi

BC=2 (R + r)
Goi dién tich cac ntra hinh tron duong kinh HB, HC va BC lan luot 12 S
Ta co:
S=85, —(Sl +S2)

_ 1 2 1 2 2

—En(R+r) —En(R +r )

=nRr
Vi AH la duong cao cua tam gidc vuong ABC
Nén AH’ = HB.HC =2R.2r = 4Rr

Dodé  4Rr=2"=Rr=1
Suy ra S=nRr= n(cmz)

Bai 19. Trong hinh 99, biét AABC vudng tai A

A, AB =4; AC = 6. Hai ntra duong tron duong
. ‘%WC

kinh AB va AC cit nhau tai H. Tinh dién tich
mién gach soc
Hinh 99

Loi giai

Dién tich mién gach soc béng té)ng di¢n tich cua ntra hinh tron duong kinh AB va AC tru di dién tich
AABC
Dién tich ntra hinh tron duong kinh AB la:

S, =ln.R12 Lo oon (dvdt)
2 2



Dién tich ntra hinh tron duong kinh AC la:
1 1

9
S =—mR =—n3* ==n (dvdt
P27t 2 2 (dvd)
Dién tich AABC la:
1 1
S, = En.Rj =546=12 (dvdt)
Dién tich mién gach soc la:

S=8+8S, -5, =2n+%n—12z8,4 (dvdt)



LUYEN TAP CHUNG

A. VI DU SACH GIAO KHOA

Vi du 1. Cho tam giac nhon ABC céantai 4. T B va C keé lan lugt hai duong cao BH va CK clia tam
giac ABC.
a) Chimg minh riang duong tron tim O duong kinh BC di qua K va H.
b) Chung minh ring hai cung nho BH va CK bang nhau.
¢) Tinh sb do ctia cung nho KH néu BAC = 40"

Loi giai (H.5.20; hoc sinh tu ghi gia thiét, két luan)
A

Hinh 5.20

a)bat R = % =0B=0C.Khido (O; R) 1a duong tron duong kinh BC . D& thly HO 14 trung tuyén g

v6i canh huyén ciia tam gidc vuong HBC nén OH = % =R.

Do d6 H €(O;R). Tuong ty, ta cling c6 K €(O;R).
Vay duong tron (O;R) di qua céc diém K va H .

b) Hai tam giac vuéng HBC va KCB c6 chung canh huyén BC va ABC = ACB (do tam giac ABC can
tai 4 )nén aHBC =aKCB,suyra BH =CK . Do d6 aABOH =aCOK (vi BO=CO,0H =0OK,BH =CK)

Tir dé ta c6 BOH = COK .

Mit khéc, sd BH = BOH ,sd CK = COK , do d6 BH =CK .

c) Ba tam giac can ABC,OCH va OBK c6 céac goc ¢ day bang nhau nén ba goc ¢ dinh cling bang nhau.
Boi vay ta co: BOK = HOC = BAC = 40",

Mit khéc, BOK + KOH + HOC = BOC =180°. Do d6 KOH =180° = BOK — HOC = 100"

Do KOH 1a goc ¢ tam khac goc bet nén KH 1a cung nhd. Do d6 sdKH = KOH =100".
Vidu 2. Ta goi hinh gi61 han bo1 mdt cung nhé ciia mdt duong tron va day cang cung do la hihh Vién phan.

Lap cong thuc tinh dién tich hinh Vién phan tmg v6i cung 90°, biét ban kinh ctia duong tron 1a R .



Hinh 5.21
Loi giai
Gia str AB 1a cung c6 s6 do 90°; S 1a dién tich hinh Vién phan (phdn t6 mau trén Hinh 5.21) va S, 1adién
tich cua hinh quat ng v6i cung do; S, 1a dién tich hinh tam giac OAB.
90 1 1 1

Taco S,=——aR’=—7R*,S,=—04-OB=—R".
T 360 4 2 2

Dodé S=5,—S =~ 7R —LR* = R? 1—1}
d 4 2 4 2

B. BAI TAP SACH GIAO KHOA
5.14. Cho day 4B khong qua tam cia duong tron (O) Goi A’ va B’ 1a hai diém lan luot dbi xtmg véi 4
va B qua O.Hoi dudng trung truc cia A'B’ co phai la truc d6i xtmg ctia ( O ) hay khong? Tai sao?

Loi giai
Vi A’ va B’ l1a hai diém lan luot dbi ximg v6i A va B qua (O) nén OA=0A', OB=0OB’
Ma day AB khong qua tdm cua duong tron (O) nén OA = OB (déu 12 ban kinh cta duong tron (O)). Suy
ra OA=0A4'=0B=0B". Do do, O thugc duong trung tryc cia 4'B’
Vay duong trung truc cia A'B’ 12 mot truc ddi xtng cua (O).

5.15. Cho tam giac ABC khong 1a tam giac vudng. Goi H va K 1a chin cac dudng vudng goc lan luot ha
tu B va C xudng AC va AB. Chuing minh rang;
a) Puong tron duong kinh BC di qua cac diém H va K ;
b) KH < BC..

Loi giai



a) Goi trung diém ctia BC 1a O.
Tam giac vudng BKC c¢6 KO 1a duong trung tuyén KO tng v6i canh huyén BC nén KO = OB = OC hay

B,K,C thugc duong tron tam O duong kinh BC. (1)
Tam giac BHC vuéng tai H c6 HO 1a dudng trung tuyén tmg véi canh huyén BC nén HO = BO = OB
hay B,H,C thudc dugc duong tron tdim O duong kinh BC. (2)

Tu (1) va(2) taco K,H thudc duong tron tdim O duong kinh BC.

Vay duong tron duong kinh BC di qua cac diém H va K.

b) Puong tron tim O c6 BC la duong kinh va KH 1a day khong qua tdm O. Do d6 KH <BC
5.16. C6 thé xem gudng nudc (con goi 1a con nude) 1a mot cong cu hay ¢d may cd dang hinh tron, quay
dugc nho stre nudce chay (H.5.22a). Gudng nude thuong thdy & cac ving mién nai. Nhiéu gudng nude duoc
lam bang tre, dung dé dua nudc 1én rudng cao, gid gao hodc lam mot sb viéc khac.

Gia str ngan nude ngan cach giira phan trén va phan dudi nude cia mot gudng nudce duge bicu thi boi cung
g voi mot day dai 4 m va diém ngdp sdu nhat 1a 0,5 m (trén Hinh 5.22b, diém ngdp sdu nhat 1a diém

C,tacd AB=4m va HC =0,5 m. Dya vio d6, em hiy tinh ban kinh cta gudng nudc.

Hinh 5.22

Loi giai
Tam gidc OAB c6 OA = OB nén tam gidc OAB can tai O.
Ma OH la dudng cao nén OH ciing 1a duong trung truc cia AB hay H 1a trung diém ctia AB.

Do dé AHzHBz%ABz%A:Z(m).

Xét duong tron tdim O ban kinh R néntaco: OH=0C-HC=R -0,5(m).

Tam gidc OAH vudng tai H nén ta c6: OA> = OH? + AH’ (theo dinh 1i Pythagore)
Thay s6 ta co6: R> =(R-0,5)’ +4° Hay R* =R*—R+0,25+16 suyra R=16,25m.
Vay ban kinh ctia gudng nude 1a 16,25m.

5.17. Cho duong tron (0;5 cm).



a) Hay néu cach v& ddy 4B sao cho khoang cach tir diém O dén diy 4B bang 2,5 cm.
b) Tinh d6 dai cua diy 4B trong ciu a (lam tron dén hang phin trim).

C) Tinh sd do va do dai cua cung nho AB .
d) Tinh di¢n tich hinh quat tron ng v6i cung nho 4B .
Loi giai
A
B

a) V& ban kinh OM cua duong tron, trén OM lay diém H sao cho OH =2,5cm .

Ké doan thang AB vudng goc véi OH tai H, cat duong tron tai A va B ta dugc ddy cung AB cén vé.
b) Goi H la trung diém cta AB.

Xét AOAH va aOBH co:

OA = OB = R ; Canh OH chung; OHA = OHB =90" Do d6 AOAH =~OBH (canh huyén - canh goc vudng).
Suy ra AH =BH (hai canh tuong tmg). Nén AB =2A4H .

Xét tam giac OAH vuong tai H c6: AH” + OH® = OA® (dinh ly Pythagore)

Hay AH? =0A*-0OH’=5%-2,5 =18,75. Suyra AH = 2,5\/§cm .

Do d6 AB=2-2,53 =53 ~8,66(cm).

Vay do dai cia day AB khoang 8,66cm.

c) Xét tam gidc OAH vudng tai H co:

— OH 2,53 3

sin AOH =—— = = , suy ra AOH =60
04 5

Ma aOAH =2aOBH suy ra OAH = OBH =60’ (hai gbc tuong ng)

AOB = BOH + AOH = 60" + 60" =120°. Suy ra sd AB=120".

Do dai cung AB la: 120, 5= E7r(cm)
180 3

Vay s6 do ctia cung nhd AB 1a 120° va d¢ dai ctia cung nho AB 1a ?ﬁ(cm) .

d) Dién tich hinh quat tron Gmg v&i cung nho AB la: 120 5= 1( cm’ )
360 10

Vay dién tich hinh quat tron tmg véi cung nho AB 1a %cm2 .

5.18. Ba bo phan truyén chuyén dong ctia mot chiée xe dap gdm mot gid dia (banh ring gan véi ban dap),
mdt chiée lip (ciing c6 dang banh ring) gin véi banh xe va b xich (H.5.23). Biét ring gio dia c6 ban kinh
15 cm, lip c6 ban kinh 4 cm va banh xe c6 duong kinh 65 cm . Héi khi nguoi di xe dap mot vong thi xe
chay duoc quiang duong dai bao nhiéu mét (1am tron dén hang phan chuc)?



Gid dia
Hinh 5.23

Loi giai
Ban kinh ti 1& nghich véi s6 vong quay duoc cta lip va gio dia.
Khi dap 1 vong thi banh xe (hoic lip) quay duoc sé vong la: 15:4 = %5 (vong).
Chu vi mot vong banh xe 1a: 2-7-4 =8z (cm).
Khi nguoi di xe dap mdt vong thi xe chay dugc quang duong la: 8z % =30z(cm) = %ﬂ(m) ~ 0,9(m)

Vay khi nguoi di xe dap mdt vong thi xe chay dugc quang duong dai khoang 0,9 mét.

5.19. Cho tam giac déu ABC c6 AB = 23 cm. Nira duong tron dudng kinh BC cét hai canh AB va AC
lan luot tai D va E (khac B va C) (H.5.24).
a) Chung t6 rang ba cung nho BD,DE va EC bang nhau. Tinh s6 do mdi cung A4y.
b) Tinh dién tich cta hinh Vién phan (xem Vi du 2) gi6i han boi day BD va cung nhé BD.

A
D E
B C
Hinh 5.24
Loi giai
A
D E
B 0 °C

a) Goi O la trung diém ciia BC .
Vi OB =0D nén tam giac OBD la tam giac can.

Ma OBD = 60° (do tam gidc ABC déu). Suy ra tam giac OBD déu.
Do d6 BOD =60’ .

Tuong tu ta co: COE =60



Lai co: BOD+ DOE +COE =180° hay DOE = 60"

Khi d6 BOD = DOE = COE =60’ .
b) Pudng tron (O) ¢6 ban kinh OA=A—2B=¥=\/§( cm).

Dién tich hinh Vién phan gidi han boi ddy BD va cung nho BD la:

S=R? (%_lj:(ﬁ)z [%_ lj:3_”_§( em?).

2 2) 4 2
Vay dién tich ctia hinh Vién phan gi6i han boi ddy BD va cung nho BD la 37” —%( cm’ )

C. BAI TAP THEM
Bai1:  Xem hinh 6. Tinh s6 do cia goc & tim AOB va s6 do cung 16n AB.

Gidi (h.6)
AAOT vudng can = AOB = 45°

— sd AB s = 45° T

= sd @Ié‘n = 315°

Bai2.  Hai tiép tuyén cua dudng tron (O) tai A va
B cit nhau tai M. Biét AMB =45°.

a) Tinh s6 do cua goc ¢ tAm tao boi hai ban
kinh OA, OB.

b) Tinh s6 do mdi cung AB (cung 1én va
cung nho) .

Huwéng din (h.7)

Dung dinh li tong cac goc cua tir giac, ta tinh
duoc AOB=145°.
sd AB o =145°; sd ABim = 215°

Bai 3. Cho tam giac déu ABC. Goi O 1a tim cua dudng tron di qua ba dinh A,
B, C.

a) Tinh s6 do cac goc & tdm tao boi hai trong ba ban kinh
OA, OB, OC.

b) Tinh s6 do cac cung tao boi hai trong ba diém A, B, C.




Huwéng din (h.8)

a) Co ba goc ¢ tam bang nhau, mdi goc 1a 120°.

b) Ung vdi ba goc & tam thi c6 3 cung nho, mdi cung bang 120°

S6 do ciia ba cung 16n g véi 3 cung nho 1a 240°.
Bai 4. Trén duong tron tdm O léy ba diém A, B, C sao cho A/OTS =100°,
sd AC =45°. Tinh s6 do cung nho BC va cung lon BC. (x¢ét ca hai truong hop:
diem C nam trén cung nhé AB, diém C nam trén cung lén AB) .

Giai

Hinh 9a
« Trudng hop diém C nam trén cung nho AB (h.9a)

sd Kﬁ =sd :\E + sd I/BE

—sdBC=sd AB — sd AC =100°—45° = 55°

sd BCion = 360°—55° =305°

« Trudong hop diém C nam trén cung 16n AB (h.9b)

— sd BC=sd BA + sd AC = 100°+45° = 145°

sd BCin = 360°—145°=215°.

Hinh 9b

Bai 5. Cho duong tron (O), ban kinh OM. V& dudng tron tdm O' duong kinh OM. Mot ban kinh OA cua
duong tron (O) cit duong tron (O') & B. Chung minh cung MA va cung MB c6 do dai bfing nhau.
Giai
1 L —

Ta c6: MOB = EMO'B (g6c ndi tiép bang nira goc & tAm cliing chan mot cung)

l/\

Gid st MOB = EMo’B thi MO'B =21’

Suy ra: s¢ AM =n";sd MB =2n"

7.0M .n
7 (1)
180
I 7.O'M -2n _ 7.0OM .n 2) (i OM:20'M)
MB 180 180

Tu (1) va (2) suy ra: [ =1



Bai 6. Xem hinh 86 va so sdnh d¢ dai cia cung AmB véi d§ dai duong
gip khuc AOB.

Giai
Ta co: IA:MZQR.Z (1)
AmB 180 3 m . )
Do dai duong gap khuc AOB 1a: d = OA+ OB =2R. (2)
; A T
Virz>3 nen§>1 3)
Tu(1),2)va@)suyra: I >d. A
AmB

Hinh 86

Bai 7. Cho hai duong tron (O;R) va (0; R') tiép xtic ngodi v6i nhau tai A. Mot duong thang qua A cat
duong tron (O) tai B, cat duong tron (0’) tai C. Chung minh rang néu R’ :ER thi d§ dai cua cung

AC bing nira d6 dai ctia cung AB (chi xét cdc cung nhd AC, AB)

Huwéng din gii

ek 4

Qua A4 vé tiép tuyén chung xy
:‘\11 _ SdAB; ;12 _ sdAC

2 2
Taco A = A» nén sdAB = sd AC

Dit sd AB = sd AC = m°

R
Do dai cia cung 4B 1a: [ = L (1)
180
R’ R
P§ dai cua cung AC 1a: [, =2 = T2 ()

180  2.180
Tu (1) va (2) suyra /, :éll

Bai 8. Mot hinh vuong va mdt hinh tron ¢6 cung chu vi. Hoi hinh nao c6 dién tich 16n hon.
Hudéng din giai
Goi chu vi ctia mdi hinh 1a 4a.

Suy ra d6 dai mdi canh hinh vuong 1a a, ban kinh hinh tron la

p_da_2a
2T T



Dién tich hinh vuéng 1a S, = a’

2 4
Dién tich hinh tron 1a S, = =nR’ =1 ( aj =—q°
T T

4 . .
Vi —>1 nén dién tich hinh tron 16n hon dién tich hinh vuong.
T

Bai 9. Trong hinh 97, biét dién tich mién gach soc 1a 86¢m”. Tinh dién tich hinh tron

S
b L

Hinh 97

Huwéng din giai
Goi canh hinh vuéng 14 2a . Dién tich hinh vudng la 44”, dién tich hinh tron 1a ma’.
Ta co 4a* —ma’ =86
a’ ( 4— n) =86
0,86a” ~ 86
a’ =100
Vay dién tich hinh tron 13 S = 1a’ 1007[(6‘7712)

Bai 10. Tinh dién tich hinh vanh khin tao thanh béi duong tron noi tiép va dudng tron ngoai tiép tam giac
déu c6 canh la 6cm.

Hudéng din giai

A

Hinh 220

Ban kinh duong tron ngoai tiép 1a:
R= a = 6 = 6 = 2\/§(cm)

5 gin 180°  2sin60° 2@

n )
Béan kinh duong tron noi tiép la:




a 6 6
r= —= = =/3(cm
2tan180 2tan60° 243 (cm)

n

Vay dién tich hinh vanh khan la:

szn(Rz_rz):n[(zﬁf_(ﬁ)z}gn(cnf)




BAI 16. VI TRi TUONG POI CUA PUONG THANG VA PUONG TRON.

A.KIEN THUC CO BAN CANNAM
1. VI TRi TUONG POI CUA PUONG THANG VA PUONG TRON

S6 diém chung ciia dwong thiang va duong tron

1) Buong théng a va duong tron (0) goi la cit nhau néu chung c6 ding hai diém chung (H.5.26a ).

2) Puong thing a va dudng tron (0) goi 1a tiép xtc voi nhau néu chiing ¢6 duy nhat mot diém chung H .
Piém

chung 4y goi 1a tiép diém. Khi d6, duong thang a con goi 1a tiép tuyén cua duong tron (0) tai H (H.5.26
b).

3) Puong thang a va duong tron (O) goi 1a khong giao nhau néu chiing khong c6 diém chung (H.5.26¢).
Nhén xét

1) Cho duodng thang a va duong tron (O;R). Goi d 1a khoang cach tir O dén a. Tt HP1, ta nhan thay:
Puodng thing a va dudng tron (O; R) cit nhau khi d < R (H.5.26a) , tiép xtic voi nhau khi d = R (H.5.26b)
va khong giao nhau khi d > R (H.5.26¢).

H
a) b) c}
Hinh 5.26
2) Néu duong thing a tiép xtic voi duong tron (O) tai H thi OH La.
2. DAU HIEU NHAN BIET TIEP TUYEN CUA PUONG TRON
Puong thing va dudng tron tiép xic véi nhau
Dinh li 1 (Ddu hiéu nhin biét tiép tuyén)
Néu mot duong thing di qua mot diém nam trén mot dudng tron va vudng goc voi ban kinh di qua diém do
thi
duong thang ay 1a mot tiép tuyén cua dudng tron.
Vidu 1. Cho 4B la mét day khong di qua tdm cua duong tron (0) Puong thing qua O va vudng goc

Vi AB cit tiép tuyén tai 4 cia (O) ¢ diém C. Chung minh ring CB 1a mét tiép tuyén cua (0)

Loi giai

Hinh 5.27

Goi D la giao diém ciia 4B va OC .



Trong tam gidc can AOB(OA = OB) , duong cao OD (do OC L AB ) cing la duong phan giac cua goc O
, suy ra 51 = (/); .Tacé a40C =aBOC (c.g.c), vi OC la canh chung, (/)\1 = (/)\2 va O4=0B.
Tirdo OBC = 0AC =90° (do 04 14 tiép tuyén), tiic 13 CB vudng goc véi ban kinh OB tai B
Do d6 theo dinh 1i 1,CB ciing 12 tiép tuyén cta (O)

3. HAI TIEP TUYEN CAT NHAU CUA MQT PUONG TRON

Tinh chit ciia hai tiép tuyén cit nhau

Pinh 1i 2

Néu hai tiép tuyén cua duong tron (O) cit nhau tai diém P thi:

Piém P cach déu hai tiép diém;

PO 14 tia phan giac ctia goc tao boi hai tiép tuyén;

OP 1a tia phan giac cta goc tao boi hai ban kinh qua hai tiép diém.

Hinh 5.28
Vi du 2. Cho hai tiép tuyén P4 va PB cua duong tron (O;R) (A va B 1a hai tiép diém).
a) Chimg minh rang OP 1. AB;
b) Tinh P4 va PB,bi¢t R=2cm va PO=4cm.
Loi giai

Hinh 5.29

a) Do O4 va OB la hai tiép tuyén cét nhau ctia (O) nén theo Dinh li 2, ta c6 OP 14 tia phan gidc clia goc

AOB . Trong tam gidc can AOB (OA =0B ), duong phan giac OP cling la dudong cao nén ta cdé OP L AB

b) Tam gite OAP c6 OAP=90" (do PA tiép xtc véi duong tron (O) tai 4 )va OA=R=2cm va
OP =4 cm (gia thiét).

Ap dung dinh 1i Pythagore vao tam gidc vudng OAP ta c6 AP>+04> =O0P’.
Tu d6 suy ra: AP* =OP* —04*> =4 -2° =12.

Vay AP =412 =23( cm).



Theo tinh chét cua hai tiép tuyén cit nhau, ta ciing c6 BP = AP = 23 cm.
B. BAI TAP SACH GIAO KHOA
5.20. Ban Thanh cit 4 hinh tron bang gidy c6 ban kinh lan Iugt 1a 4 cm,6 cm,7 cm va 8 cm dé dan trang
tri trén mot manh gidy, trén d6 co vé trude hai dudng thang a va b . Biétring a va b 14 hai dudng thiang
song song voi nhau va cach nhau mot khoang 6 cm (nghia 1a moi diém trén dudng thing b déu cach a
mot khoang 6 cm ). Hoi néu ban Thanh dan sao cho tim cua ca 4 hinh tron déu nam trén duong thang b
thi hinh nao d¢ 1én duong thang « , hinh nao khéng d¢ 1én duong thang a ?

Loi giai

\\\\

-Vi a va b 1a hai duong thang song song v&i nhau va cach nhau mot khoang 6cm nén dudng thing a tiép

xuc v6i hinh tron ban kinh 6cm, hay hinh tron ban kinh 6cm dé 1én duong thing a .
- Vi 4cm < 6¢m nén duong thing a va hinh tron ban kinh 4cm khong cit nhau, hay hinh tron ban kinh
4cm khong dé 1én trudng thing a .
- Vi 7em > 6cm;8cm > 6¢m nén duong thang a va hinh tron ban kinh 4cm cét nhau, hay hinh tron ban
kinh 7cm va 8cm dé 1én dudng thing a .
Vay hinh tron ban kinh 4cm khong dé 1én truong thang a , hinh tron ban kinh 6cm,7 c¢cm va 8cm de 1én
duong thang a .
5.21. Cho duong tron (0) di qua ba dinh 4, B va C ctia mot tam giac can tai 4. Ching minh rang duong
thang di qua 4 va song song véi BC 1a mot tiép tuyén cua (0)

Loi giai

d A

B \H_I/C
Ta c6 duong thang AO 1a truc d6i xtng ctia dudng tron.
Nén B 1a diém ddi ximg cia C qua AO. Goi H 1a giao diém cia AO va BC.
Khidotaco: AH L BC ma d//BC nén AH L d.
Vay d 1a mot tiép tuyén ctia dudng tron.
5.22. Cho goc xOy véi dudng phan gidc Ot va diém A trén canh Ox, diém B trén canh Oy sao cho
OA = OB . Puong thiang qua 4 va vudng goc v6i Ox cit Ottai P. Chimg minh ring O4 va OB 14 hai tiép
tuyén cét nhau cua duong tron (P;PA).



Xét aAOAM va nOBM co:

OM chung; AOM = BOM (do OM la tia phan giac ctuia goc AOB ); OA=0B
Do d6 AOAM =aOBM (c.g.c). Suy ra AM =BM (hai canh tuong tng).

Va OAM = OBM =90’ (hai goc tuong tng) hay OB L MB.

Do d6 OA 1a tiép tuyén ciia duong tron (M; MA ).

Vay OA va OB 1a hai tiép tuyén cét nhau cia (O).

5.23. Cho S4 va SB 14 hai tiép tuyén cat nhau cta duong tron (O)(4 va B 1a hai tiép diém). Goi M 1a
mot diém tuy y trén cung nhd 4B . Tiép tuyén cta (O) tai M cit SA tai E vacat SB tai F .

a) Chimg minh rang chu Vi cua tam giac SEF bing S4+ SB .

b) Gia sir M 14 giao diém cua doan SO véi dudng tron (0) Chimg minh rang SE = SF .

Loi giai

a)

Hai tiép tuyén EM va EA citnhautai E nén EM = EA.

Hai tiép tuyén FM va EB cit nhau tai F nén FM =FB.

Chu vi tam giac SEF la:

Cyr =SE+SF +EF =SE+SF +EM + MF = SE + EA+ SF + BF = SA+ SB.

Vay chu vi ctia tam giac SEF bang S4+ SB .
b)




Vi SA va SB 1a hai tiép tuyén cat nhau tai S nén SO 1a phén gidc cua.
Suy ra OSA = OSB hay MSE = MSF .

Xét aSME va aSMF co:

@=m=90°; SM chung; MSE = MSF

Do d6 aSME = ASMF (g.c.g). Suy ra SE =SF (hai canh tuong tng).

C. CAC DANG TOAN

Dang 1. Xac dinh vi tri twong déi ciia dwong thing va dwong tron

Vi du 1. Cho duong thang a va mot diém O cach a mot khoang 7cm . Hay xac dinh vi tri twong d6i cia
a voi cac duong tron sau:
a) Buong tron (O;5cm);
b) Puong tron (O;7cm );
c¢) Buong tron (O;9cm).
Loi giai
a) Vi d > R(7>5) nén a va duong tron (O;5cm) khong giao nhau.
b) Vi d=R =7cm nén a va dudng tron (O;7cm) tiép xic.
¢) Vi d <R(7<9) nén a va dudng tron (0;9cm) cit nhau tai hai diém.
Vi du 2. Xac dinh vi tri twong d6i ctia dudng thang a dén dudng tron (O;7cm ) néu khoang cach tir O
dén a bang:
a) 4cm;
b) 9cm;
c) 7cm.
Loi giai
a) Vi d <R(4 <7) nén a cit dudng tron (O;7cm ) tai hai diém.
b) Vi d >R(9>7) nén a va duong tron (O;7cm) khong giao nhau.
¢) Vi d=R =7cm nén a va duong tron (O;7cm) tiép xuc.
Vi du 3. Cho dudng thing a va mot diém O cach a mot khoang 4cm . V& dudng tron tAm O ban kinh
Scm.
a) Giai thich vi sao a va (O) cit nhau.
b) Goi B va C la cac giao diém ctia duong thang a va duong tron (O;5cm). Tinh d6 dai day BC.

Loi giai




a) Goi OH la khoang cach tir O dén duong thang a , khi d6 OH < OB(4 < 5) hay d <R , nén dudng
thang O cat duong tron (O;5cm) tai 2 diém.
b) D& thdy tam giac BOC can tai O(OB =OC =R) nén duong cao OH ddng thoi 1a dudng trung tuyén
hay H 1a trung diém cta BC .
Xét tam giac BHO vudng tai H.
Theo dinh li Pythagore, ta c6: OB> = OH’ + BH* = BH’ = OB’ -OH”* =5* - 4°
= BH= \/527 =3(cm)
Do d6 BC=2BH =2.3=6(cm).
Vi du 4. Trong hinh v&, mép ngoai ctra ra vao c¢6 dang mot phan ciia dudng tron ban kinh 1,6m. Hay
tinh chiéu cao HK cua cta dé, biét AH=0,9m .
Loi giai

K

A B

Xét tam giac AHO vudng tai H .Theo dinh 1i Pythagore, ta co:
OA’ =OH? + AH> = OH?> =0A? - AH? =1,6° - 0,9 = OH = /1,6° — 0,9 =1,3(m)
Chiéu cao HK =HO+O0K =1,3+1,6 =2,9(m).

Dang 2. Chirng minh dwong thang 12 tiép tuyén cia dwong tron

Vidu 1. T diém A nidm ngoai dudng tron (O;R) v& tiép tuyén AB(B la tiép diém). Ldy mot diém C
trén duong tron sao cho AC = AB . Chimg minh rang AC 12 tiép tuyén ctia dudng tron (O).

Loi giai

Noi A v6i O.
Xét aAACO va aABO co:
OA canh chung, AC=AB (gt),OC =0B(=R)

Do d6 aACO =aABO (c.c.c) = ACO = ABO = 90’




Chimg t6 AC L OC hay AC la tiép tuyén ciia duong tron (O).
Vi du 2. Cho tam giac ABC c6 AB =3;AC =4 va BC =5. Chiing minh rang dudng thang AC 14 tiép
tuyén cta dudng tron (B;3).

Loi giai

Xét tam gidc ABC, ta c6: BC* = AB’ + AC’ = (5% = 3" x4%),

Theo dinh li Pythagore ddo, tam giac ABC vudng tai A hay AB L AC (1)

Lai c6 AB=3 nén diém A thudc dudng tron (B;3) (2)

Tir (1) va (2) = AC 1a tiép tuyén cua duong tron (B;3).

Vi du 3. Cho duong tron (O) va diém I ¢ ngoai dudng tron. Goi M 14 giao diém cua dudng tron tim

K duong kinh IO va duong tron (O) . Chimg minh dudng thing IM 14 tiép tuyén cia (O) tai M.

Loi giai

M la giao diém ciia duong tron tim K dudng kinh 10 va duong tron (O) nén M thude ( K;% ), ta

¢6: KM =KI=KO hayKMz%(*)

Xét tam gidc IMO c¢6 K 1a trung diém cta IO nén KM la duong trung tuyén va (*)nén tam gidc IMO
vuong tai M hay IM L OM (1)

Mit khac M € (O) )

Tir (1) va (2) = duong thang IM 1a tiép tuyén cta duong tron (O) tai M.

Vi du 4. Cho A 1a mot diém thudc duong tron (0),M 1a mét diém thudc tiép tuyén cua (O) tai A (M
khac A) Puong tron tim M ban kinh MA cit O) tai B(B khac A). Chimg minh raing MB 13 mot
tiép tuyén cua (O).

Loi giai



Ta c6 MA 1a tiép tuyén ciia duong tron (O) tai diém A nén MA L OA hay MAO =90’

Pudng tron tAm M ban kinh MA cit (O) tai B nén MB=MA va Be(0).

Xét AMAO va aAMBO co:

OM chung, OA = OB =r (r la ban kinh duong tron (O) ), MA = MB = R(R 1a ban kinh duong tron
M))

Do d6 aMAO = AMBO (c.c.c) = MBO = MAO =90" hay MB L OB

Ma B e (0) = MB la tiép tuyén cua duong tron (O) .

Vi du 5. Cho duong tron (O) ddy BC khéac dudng kinh, qua O ké duong thang vudng goc voi BC cit
tiép tuyén tai B ciia dudng tron & A . Ching minh ring AC 1a tiép tuyén ctia duong tron (O).

Loi giai

Goi H 1a giao diém cia OA va BC

ABOC céan tai O c6 OH la dudng cao (gt) nén dong thoi 1a dudong phan giac: 0:=0,

Xét aACO va aABO co: OB=0C =R,0, =0, (cmt), AO chung

—aACO =aABO (c.g.c) = ACO = ABO =90’

Chimg t6 AC 14 tiép tuyén cua (O).

Vi du 6. Cho duong tron tim O, duong kinh AB. Ké tiép tuyén tai B v6i dudng tron (O), trén tiép
tuyén lay P . Qua A ké duong thang song song véi OP cit (O)tai Q. Chirg minh PQ 1a tiép tuyén cta
duong tron (O).

Loi giai



Taco: AQ//OP (gt)

A1 =0 (cap goc dong vi)
=94 A

0, =0 (cap goc so le trong)
Ma A =Q,(AAOQ can )= 0, =0,
Xét aPQO va aPBO ¢6: OP chung, O; =0, (cmt), OQ = OB(=R)
Vay aPQO =aPBO (c.g.c) = PQO =PBO =90’
Hay PQ 1 OQ, ching to PQ 1a tiép tuyén cua (O).
Vi du 7. Cho tam gisic ABC can tai A, dudng cao AH va BK cét nhau tai I. Chimg minh rang HK 14
tiép tuyén cua duong tron dudng kinh Al

Loi giai

A

Goi O 1a tim dudng tron dudng kinh AI. Hién nhién K thudc (O ) (vi AKI=90").
AABC cantai A c6 AH 1a dudng cao (gt) nén AH dong thoi 1a dudng trung tuyén = HB = HC.

: ; B
Xét ABKC vudng tai K c6 KH 1a duong trung tuyén nén KH =BH = TC

Do d6 ABHK can tai H=> B, = BKH .(1)

Lai c6 AIOK can tai O(OI=0K =R) = I, =OKIma I = I, (déi dinh) = OKI=1,(2)
Mit khac ABHI vuong tai H (gt) nén Bi +1, =90"(3)

Tir (1), (2) va (3) ta c6: BKH+OKI=90" hay HK L OK



Vay HK la tiép tuyén ciia duong tron (O).
Vi du 8. Cho dudng tron (O) di qua ba diém A,B va C cua mot tam giac can tai A . Chting minh riang

duong thang di qua A va song song véi BC 1a mot tiép tuyén caa (O).

Loi giai

Tacé: AB=AC (gt),OB=0C =R(R la ban kinh ctia duong tron (O)) nén OA thudc dudong trung
tryc cua doan BC hay OA 1L BC tai H. a qua A va a//BC=a 1 OA tai A.

Chimng t6 a 1a tiép tuyén ctia duong tron (O).

Vidu 9. Trong hinh vé, AB=9, BC=12,AC=15 va BC la duong kinh cua dudng tron (O). Chung
minh AB 14 tiép tuyén ctia dudng tron (O).

Ta co: BC* + AB® = AC* (12° +9° =15°)

Theo dinh li Pythagore ddo, tam giac ABC vudng tai B hay AB L CB ma BC la dudng kinh cta
dudng tron

(O)(gt) = AB la tiép tuyén ciia duong tron (O).

Vi du 10. Cho goc xOy véi duong phan giac Ot va diém A trén canh Ox , diém B trén canh Oy sao
cho OA = OB. Puong thing qua A va vudng goc v6i Ox cit Ot tai P. Ching minh raing OA va OB
1a hai tiép tuyén cit nhau cua duong tron (P;PA).

Loi giai



0o T

Xét AOBP va AOAP c6: OP canh chung, 0, =0, (gt), OB =0A(gt)

Do d6 AOBP =aOAP (c.g.c)

= PB=PA, chung t6 B thudc duong tron tam P .

Lai c6 OBP = OAP =90° (gbc tuong tng)

= OB L PB, chiig to OB la tiép tuyén ciia dudng tron (P;PA).

Vay PA,PB 1a hai tip tuyén cit nhau cia dudng tron (P;PA).

Vi du 11. Cho SA va SB 14 hai tiép tuyén cit nhau ctia duong tron (O) ( A va B 1a hai tiép diém).
Goi M 1a diém tuy ¥ trén cung nho AB. Tiép tuyén ciia (O) tai M cit SA tai E vacat SB tai F.
a) Ching minh rang chu vi cia tam giac SEF bang SA +SB.

b) Gia sit M 1a giao diém cta doan SO véi dudng tron (O) . Ching minh rang SE =SF.

a) Goi P 1a chu vi ctia tam giac SEF.

Tacd P=SE+EM+FM+SFma EA = EM (tinh chat tiép tuyén cét nhau)
Tuong ty FM=FB = P =SE+EA +FB+SFma SE+EA =SA va FB+SF=SB
= P=SA +SB (dpcm).

Vay chu vi ctia tam gidc SEF biang SA +SB.

b) (Xem hinh v¢).



Khi M 1a giao diém ctia SO véi duong tron (O), ta co6: EF L SO tai M.

Xét tam giac ESF c6 SM 1a dudng cao (vi M 14 tiép diém cua tiép tuyén tai M ) dong thoi SM hay
SO 1a duong phan gidc (tinh chat ti€p tuyén cat nhau) nén tam gidc SEF can tai S = SE =SF (dpcm).
Vi du 12. Cho diém A nim ngoai duong tron (O;R). V& dudng tron duong kinh AO cat dudng tron
(O;R) tai hai diém B va C.

a) Chirg minh AB va AC 1a céc tiép tuyén cua duong tron (O;R).

b) Chung minh AB=AC.

¢) Xac dinh tia phan giac cua BAC va BOC.

Loi giai

a) Goi I 1a tim ctia duong tron duong kinh OA | ta ¢6 I 1a trung diém cta OA .
. . A
Duong tron duong kinh OA cat duong tron (O;R) tai B va C néntacod IA=1B=10= OT

: A . .
Xét tam giac ABO co IB = 07 (cmt) nén tam gidc ABO vudng tai B hay AB L OB.

Chtrng minh tuong tu, tac6 AC L OC ma B,Ce(0O)

Do d6 AB va AC 14 hai tiép tuyén cta duong tron (O;R).

b) Theo tinh chat hai tiép tuyén ctia mot duong tron cat nhau tai mot diém, ta co AB=AC .

c) Tia phan giac cua goc BAC va géc BOC latia OA.

Vi du 13. Cho dudng tron (O) duong kinh AB. C 12 mot diém nam trén dudng tron (O), céc tiép

tuyén ctia dudng tron tai A va C citnhau & D . Goi H 13 hinh chiéu cua ciia C trén AB va I 1a giao
diém cta BD va CH . Chimg minh rang CI = HI.

Loi giai



Ta c6 DA =DC (tinh chat hai tiép tuyén cit nhau)
OA =0C(=R)Nén DO la duong trung truc cuia AC= DO L AC
Lai c6 CB L AC(AB 14 dudng kinh )= DO//BC = AOD = ABC (ddng vi ).

Do dé aDAO ~aCHB (g.g)= 22 = AP A0 HC = AD-HB (1)
HB HC

Lai co IH//AD(L AB) theo hé¢ qua cta dinh li Thalés: % = % = AD-HB=IH-AB (2)

Tu(l)va(2) = AO0-HC=IH-AB ma AB=2A0 = AO.HC=1H.2AO = HC =2IH
Chung té 1 1a trung diém ctia HC hay CI = HI.
Cach khac:

C6 ACB=90" (AB 14 dudng kinh)=> ACE =90" hay ACD+DCE =90 (1)
~ACE vudng tai C = A +E=90 (2)

Lai c6 aADC cantai D (tinh chat tiép tuyén cit nhau) = A1 =DCA 3)
Tt (1), (2), 3)= E = DCE

Hay aEDC cantai D= DE=DC.Ma DC=DA = DE =DA

Laico AE//CH(L AB). Xét ADAB ¢6 IH//AD

Theo hé qua cia dinh li Thales RLY = BL 4)
AD BD

. : I BI
Tuong tu vo1 tam giac BDE c6 CI//DE = ]S— =

5 BD ®)



Tir (@) va (5)= L = CL 14 AD = DE(emt) = IH = CI .
AD DE

Vi du 14. Tir diém P nam ngoai duong tron (O;R) v& hai tiép tuyén PA, PB(A,B la cac tiép diém).
Goi H 1a chan duong vudng goc ké tir A dén duong kinh BC . Ching minh rang PC cat AH tai trung
diém I cia AH

Loi giai

D
Goi D 1a giao diém cua duong thang AC va BP
Ta c6 BAC=90" (BC la duong kinh) = BAD =90° (k& bit)=> DAP + PAB =90’ (1)
AABD vudng tai A (cmt)= ABD+ADB=90"  (2)
Mit khac PA,PB 14 hai tiép tuyén cita (O) nén PA = PBva PAB = PBA (3)
Tir (1), (2) va (3) = DAP = ADP
Do d6 aAPD cantai P = PA =PD ma PA =PB (tinh chét tiép tuyén cit nhau)= PD = PB
Lai c6 DB//AH(L BC)

Xét aPBC c6 TH//PB = - = 1€ (dinh 1i Thates) ()
PB PC

Tuong ty aAPCD co6 AI//PD:>£:£ (5)

DP PC
E:£:>IH=IA (vi PB=PD).
PB P

Vi du 15. Tir mot diém A & bén ngoai duong tron (O), ké hai tiép tuyén AB va AC véi duong tron.

Tir (4) va (5) =

Tir mot diém M trén cung nho BC ké mot tiép tuyén thir ba cat hai tiép tuyén kia tai P va Q. Chuing
minh rang khi M chuyén dong trén cung BC thi chu vi tam gidc APQ c6 gia tri khong doi.

Loi giai



Ta c6 chu vi aAPQ bing AP+PQ+QA va PQ=PM+MQ nén chu vi AAPQ bing
AP +PM +MQ+QA (1)

Mit khac ta c6: PB = PM va QC = QM (tinh chét hai tiép tuyén cit nhau)(2)
Tir (1) va (2) ta c6: AP+PM+MQ+QA = AP +PB+QC+QA =AB+AC
Vay chu vi aAAPQ bing AB+ AC khéng doi.

Vi du 16. Cho dudng tron ( I,r ) ndi tiép aABC, cac tiép diém trén cac canh AB,BC,CA lan luot 1a
D,E,F. Chung minh raing: 2AD = AB+AC - BC(*)

Loi giai

B ¢ 2 »C
E

Taco AD = AF (tinh chit hai tiép tuyén cit nhau)
Tuong tv BD=BE va CE =CF

Do d6: AB+AC-BC=AD+BD+AF+CF-(BE+CE) =AD+BE+AF+CE—-BE-CE
=AD+ AF =2AD.

Vi du 17. Cho nira duong tron (O;R) duong kinh AB, tir A va B vé hai tiép tuyén Ax va By. Mot
diém M di dong trén ntra dudng tron nay, qua M vé tiép tuyén thir ba cit Ax va By lan lugt tai C va

D . Xac dinh vi tri cia diém M trén nira dudng tron (O) sao cho 3AC +BD nho nhat.

Loi giai



Tacd CM va CA i hai tiép tuyén nén 0: =0,

Tuong tu Os =04 ma O1+0,+03+04 =180" = 0, +0s =90" hay aCOD vuéng tai O.
CD 14 tiép tuyén tai M nén CD L OM.

Xét ACMO va aDMO c¢6: CMO = DMO = 90,0, = CDO (cing phu véi DCO)

Nén aCMO ~aOMD (g.g) = M _OM _ -MDM = oM =R? (khong d6i)
OM MD

Ma CM = AC,DM = BD = AC-BD =R?. Ap dung bt ddng thirc Cauchy cho hai s6 duong ta co:
3AC+BD
TZ V3-AC-BD < 3AC+BD >2y/3AC-BD < 3AC+BD > 23R

Déu "=" xdy ra <> 3AC = BD = /3R < AOC =30" < AOM = 60°

Vay M di dong & trén (O) sao cho AOM = 60" thi 3AC +BD nh nht.

Vi du 18. Cho nira dudng tron (O;R) duong kinh AB. M 1a diém bat ki thudc nira dudng tron, ké MH
vuodng goc véi AB(H thudc AB). V& duong tron tim M ban kinh MH . K¢ céc tiép tuyén AC,BD véi

duong tron tim M(C,D 1 céc tiép diém )
a) Chung minh ba diém C,M,D thang hang va CD 14 tiép tuyén cua (O).
b) Chimg minh rang khi M di chuyén trén nira duong tron (O) thi AC + BD khéng dbi.

Loi giai

a) Ta co AC,AH 1a tiép tuyén ctia duong tron (M;MH) nén AM 1a phan gidc ciia goc CMH hay
CMA = AMH
Chirng minh tuong tu co HMB = BMD



Mi AMH + HMB = AMB =90’ (AB 14 dudng kinh)= CMA + AMH + HMB + BMD = 180’

Hay ba diém C,M,D thang hang = CA //BD(L CD) hay t& gisc ABDC 1a hinh thang vuéng c6 OM
la duong trung binh nén OM //AC va BD = OM L CD.

Chimg t6 CD 14 tiép tuyén cua (O).

b) Ta c6 AC=AH,BD =BH (tinh chét tiép tuyén cit nhau) = AC+BD = AH+BH = AB = 2R khong

doi.

Dang 3. Tinh toan

Vi du 1. Trong hinh v&, AB 1a tiép tuyén cua duong tron (O) tai B.
a) Tinh ban kinh r cda duong tron (O ).

b) Tinh chiéu dai canh OA cua tam giac ABO .

Loi giai

a) AB la tiép tuyén ctia duong tron (O) tai B= AB L OB.
Xét tam giac ABO vudng tai B, theo dinh li Pythagore:
OA’=0B’+AB’ hay (r+2)’ =1’ +4’ => 1’ +4r+4=1"+16 = 4r=16-4=12 = r=3.
Vay ban kinh cua duong tron (O) 1a r=3.
b) OA=0C+AC=r+2=0A=3+2=5.
Vi du 2. Cho diém M nam ngoai dudng tron ( ;6cm ) va ME,MF 1a hia tiép tuyén cta dudng tron
ndy tai E va F. Cho biét EMF =60
a) Tinh s6 do EMI va EIF.
b) Tinh d¢ dai M1
Loi giai

M

F

a) Ta c6 MI 1a duong phéan giac ciia goc EMF (tinh chét hai tiép tuyén cét nhau)




. EMF 60’
= EMI=FMI =——- ) —— =30". X¢ét tr gidac MEIF co: MEI = MFI = 90’ (tinh chat cua tiép tuyén)

= EIF = 360" — (MEI + MFI+ EMF) =360 (90" +90"+60") =120"

b) Xét tam giac MEI vudng tai E ¢6 EMI=30" (cmt)= MI = 2EI = 2.6 = 12(cm).
Vi du 3. Cho dudng tron (O;6¢cm).M nam ngoai dudng tron sao cho OM =10cm . Tir M ké hai tiép
tuyén MA,MB dén dudng tron (A,B 14 hai tiép diém). Tinh d6 dai cic canh ciia tam giac MAB.

Loi giai

A

AMAO vudng tai A (tinh chat tiép tuyén). Theo dinh 1i Pythagore MA® = MO” —OA’
MA* =10° -6 = 64 = MA =8(cm)

Ta c6 MB =MA =8(cm) (tinh chat hai tiép tuyén cit nhau)

D& thdy MO 1a duong trung truc cia AB(OA = OB,MA =MB) = MO L AB tai H.

Xét saMAO v aAHO ¢6: MAO = AHO = 90", MOA chung
2 2
Do d6 aAMAO ~AAHO (g. g):>—O=A—O AO*=MO-HO = HO = AO :6—:3,6(cm)
AO HO MO 10

= HM =MO-HO =10-3,6 = 6,4(cm). Chirng minh tuong tu, ta c6: AAHM ~aOHA (g.g)

:ﬁi 1:3 AH? =MH-HO = 6,4-3,6 = AH =1/6,4-3,6 ~ 4,8(cm).

Vi MO la duong trung tryc cia AB (cmt) = HA =HB =4,8 (cm)

= AB=HA +HB=4,8+4,8=9,6(cm)

Vi du 4. Cho dudng tron (O;5cm). Piém M nam ngoai (O) sao cho hai tiép tuyén MA va MB(A,B
1a hai tiép diém) vudng goc v6i nhau tai M .

a) Tinh d¢ dai cia MA va MB.

b) Qua giao diém I cua doan thfmg MO va duong tron (O), vé mdt tiép tuyén cit MA,MB lan luot tai
C,D. Tinh d0 dai cua CD.

Loi giai



a) D& thy tir giac MBOA 14 hinh chi nhat (c6 ba goc vudng)
Lai c6 MA = MB (tinh chat hai tiép tuyén cit nhau)
Nén MBOA 14 hinh vuéng (hinh chir nhat c6 hai canh ké bang nhau 1a hinh vudng)
= MA=MB=5cm. b) DB va DI 1a hai tiép tuyén cét nhau ciia duong tron (O)
nén OD Ia tia phan gidc ctia goc MOB =45~ = DOB = DOI = 475 =225
Xét tam giac DBO vuong tai B, co DOB = 22,5  va canh goc vuéng OB =5cm.
Theo dinh li vé hé thic lugng trong tam giac vudng, ta co:
BD =OB-tan DOB =5-tan 22,5 ~2,1(cm) = DI = DB ~ 2,1(cm) (tinh chét hai tiép tuyén cét nhau).
Ta c6 MD = MC (tinh chét hai tiép tuyén cat nhau).
Tam gidc DMC cén c6 MI 1a dudng cao nén dong thoi 14 trung tuyén
Hay IC=DI~2,l(cm) = CD=2-2,1~4,2(cm).
Vi du 5. Cho dudng tron (O), diém M nam ngoai (O) sao cho MA va MB 14 hai tiép tuyén (A,B 1a
hai tiép diém) thoa man AMB = 60’ . Biét chu vi tam giac MAB 1a 18cm, tinh d¢ dai day AB.
Loi gidi
Ta c6 MA = MB (tinh chét hai tiép tuyén cat nhau) nén tam giac AMB cén tai M ¢cd AMB = 60° (gt)

nén tam giac AMB déu= MA =MB =AM . Ma MA+MB+AB:18(cm):>AB:%:6(cm).

Vi du 6. Cho diém A nim ngoai dudng tron (O;R) voi OA =2R . V& hai tiép tuyén AB,AC dén
duong tron ( B,C 1a tiép diém). Chimg minh rang aABC déu va tinh cac canh ctia né theo R .

Loi giai



AABO vuédng tai B (tinh chat tiép tuyén)

Ta cé: sinA, =8—i=%=%:& =30" = BAC=60"

AB?=A0*-0B?=(2R)’-R?>=3R’>= AB=R+3

AABC can (tinh chat tiép tuyén cit nhau) c6 BAC =60 nén 14 tam gidc déu = AC=BC = AB=R+/3.
Vi du 7. Tir diém M nim ngoai dudng tron (0), MO =13cm , v& hai tiép tuyén MA, MB(A,B 1a cac
tiép diém).

a) Tinh d6 dai MA, MB.

b) Cho C 1a diém bat ki thudc duong tron (O) va nam trong goc AOB . Tiép tuyén tai C cua duong
tron cit MA tai N va cit MB tai P. Tinh chu vi tam giac MNP.

Loi giai

a) Ta co: MA L OA (tinh chat tiép tuyén) hay tam giac MAO vudng tai A .

Theo dinh 1i Pythagore, ta c6: MO* = MA® + OA” = MA> = MO’ —OA* =13° -5’
= MA =+/13*-5% =12(cm)

Vay MB = MA =12(cm) (tinh chat hai tiép tuyén cit nhau).

b) Goi P la chu vi cia tam giac MNP, ta co:

P=MN+NC+CP+MPma NC=NA (tinh chét hai tiép tuyén cat nhau)

Tuong ty CP=PB = P=(MN+NA)+(PB+MP) =MA + MB=12+12 =24(cm)
Vay chu vi tam gidc MNP bang 24(cm).

Dang 4. Toan thyec té

Vi du 1. Banh da cia mot dong co duoc thiét ké co dang 1a mot duong tron tim O, ban kinh 15c¢m
dugc kéo bdi mot day curoa. Truc cua mo to truyén luc duoc biéu dién bsi diém M (hinh v¢&). Cho biét
khoang cach OM la 35cm.

a) Tinh d6 dai cta hai doan diy curoa MA va MB (két qua 1am tron dén hang phan mudi).



b) Tinh s6 do AMB tao boi hai tiép tuyén AM, BM va s do AOB (két qua 1am tron dén phut).
Loi giai

a) Xem hinh vé.

M
b)

Tac6 MA = MB (tinh chét hai tiép tuyén cit nhau)
MA 1a tiép tuyén ctia duong tron (O) = MA L OA hay tam gidc OAM vuéng tai A .

Theo dinh 1i Pythagore, ta c6: MO”> = MA* + OA® = MA* = MO’ -0A’ =35° 15

— MA =352 15 ~31,6(cm)
Vay MA =MB = 31,6(cm)
b) Tam gidc vuong OAM c6 canh huyén MO =35¢m , canh goc vuéng OA =15cm .
Theo dinh 1i vé hé thirc lugng trong tam gic vudng, ta co:
OA 15

OA = OM -sin AMO = sin AMO = —— = —> — AMO = 2523’
OM 35

Vi MO 1 tia phan gidc ciia goc AMB = AMB = 2.25723' = 50°46'

Xét tir gidc MAOB, ta co:

AOB =360"—(MAO +MBO + AMB) =360 —(90" +90 +50'46') ~129'32

Vi du 2. Trong hinh v&, mit cit ciia Trai Dat c6 thé xem 1a duong tron tdm O ban kinh R = 6400km .
Tirdiém A nam ¢ d6 cao h so v6i muc nudc bién, mot ngudi cé thé thiy xa nhat dén diém B trén (O)
sao cho AB 1a tiép tuyén ( O). Khoang cach AB khi d6 dugc goi 1a tam nhin xa tir diém A . Tinh AB
néu h=20m.

Loi giai



Po6i: h=20m=0,02km.

Vi AB la tiép tuyén cua duong tron (0,6400km) nén AB L OB.

Tam gidc ABO vudng tai B, c6 canh huyén OA =R +h va canh goc vuong OB=R .
Trong d6 R = 6400km .Theo dinh 1i Pythagore, ta c6: OA*> = OB’ + AB®

= AB> =0A” -OB’ = (R +h)’ =R’ = (6400 + 0,02)” — 6400°

= AB = /(6400+0,02)> —6400° ~16(km)

Vi du 3. Trong hinh v&, dé tau khong trat banh ray khi chuyén huéng tir dudng ray thang XA sang
duong ray thang YB, doan day ndi duoc thiét ké 1a mot phan cia dudng tron (O) tiép xuc véi XA tai

A va BY tai B. Biét goc chuyén huéng cia tau 1a AMB =105 va khoang cach gitra hai diém A va
B 14 730m. Tinh ban kinh cta duong tron (O), 1am tron két qua dén don vi mét.

Loi giai

Ta cd6 OA=OB = R; MA= MB (tinh chit hai tiép tuyén cit nhau) nén MO 1a dudng trung truc cua doan
AB.

Goi I 1a giao diém cua MO va AB,taco I 1a trung diém cua doan AB
hay IA =1B =ﬁ=@ =365(m).
2 2
Xét tit gide AOBM c6: AOB =360"—(OBM +AMB+0AM) =360" —(90" +105" +90°) =75
Lai c6 MO 14 tia phan giac cia goc AOB (tinh chat hai tiép tuyén cit nhau).
D. BAI TAP TU LUYEN
Bai 1. Cho a//b va cach nhau mot khoang 13 2 cm. Ly diém O € a, v& duong tron (0;2cm) . Chimg

minh rang dudng tron nay tiép xuc véi dudng thang b .



Huéng din giai

a (0}
2
b
Hinh 139

Dung diu hiéu néu d=R thi duong thang va dudng tron tiép xuc nhau.
Bai 2. Cho dudng thang xy di qua diém 4 nam trong dudng tron (O;R) . Chitng minh rang duong thang

xy va dudng tron (O;R) cit nhau.

Huéng din giai

(4
NS

Hinh 140

X y

V& OH L xy tadugc OH <0A,04 <R (vi A ndm trong dudng tron) nén OH < R hay d <R, suy ra
duong thang xy cat duong tron (O).

Bai 3. Cho hai duong thang a va b song song v6i nhau, cach nhau mot khoang 1 7 . Mot dudng tron (0)
tiép xtc v6i a va b . Hoi tam O di dong trén duong nao?

Huéng din giai

7
N,

B
Hinh 141

Qua O v& 04 L a duong thang OA cét b tai B, ta ciing c6 OB L b.
Goi h 1a khoang cach giira hai dudng thing song song thi AB=h.
Vi duong tron (0) tiép xuc v6i a va b nén OA=R; OB=R suy ra O4 = OB :g

Vay tdm O nam trén dudng thang m//a//b va cach hai duong thang nay mot khoang g .

Bai 4. Cho dudng tron (O; 2cm) va mot diém A chay trén duong tron d6. Tir A vé tiép tuyén xy. Trén

xy 14y mot diém M sao cho AM = 2+/3 cm. Hoi diém M di dong trén dudng nao?



Huéng din giai

Hinh 142
Trude hét chimg minh OA L xy , sau d6 tinh OM duoc 4cm.
Piém M di dong trén dudng tron (O; 4cm).

Bai 5. Cho duong tron (O;R) va day 4B =1,6R. V& mot tiép tuyén song song vi AB ; cit cac tia OA,
OB theo thu ty tai M va N . Tinh dién tich tam gidc OMN .

Huwéng din giai

Hinh 143

N&i tam O véi tiép diém H ta dwoc OH L. MN nén OH L1 AB tai K.

1,6R
Taco: KA=KB = =0,8R
2

. 2 2 2 2 2 2
Suy ra: OK® = 0A* - KA* =R —(0,8R) =0,36R" = OK =0,6R

Xét AOMN c6 AB//MN nén AOAB -~ AOMN

AB OK ABOH 1,6R.R 8
Suyra: —=——= MN = = =—
MN OH OK 0,6R 3
) 1 18 4 ,
Vay S, =—MN.OH =——RR=—R
2 23 3

Bai 6. Cho duong tron (O;R) c6 dudng kinh AB. V& day AC sao cho AC=R. Goi I 14 trung diém
ctiia diy AC. Puong thang OI cit tiép tuyén Ax tai M . Ching minh rang:

a) ACB ¢6 6 do bang 90, tir d6 suy ra d6 dai cua BC theo R ;
b) OM Ia tia phan gidc cua (ﬁ;
¢) MC 1a tiép tuyén cua dudng tron (O;R).

Loi giai



a) Xét tam gidc AOC c6 OA = OC(=R) nén tam giac AOC can tai O.
Lai c6 AC =R (gt) nén tam gisac AOC déu= AOC = 60’

— COB=180"-60"=120" (k& bu)

Mit khac tam gidc COB ciing can tai O ¢6 goc & dinh 120°

:@:@:@:36. AAOC du (cmt) = ACO = 60’

— ACB=ACO+0CB=60"+30" =90
. 2 2R
Ta c6 ACB la nura tam giac déu c6 canh 2R = duong cao BC = T\/g =R\3.

b) Vi AC=R (gt) nén tam giac AOC déu ( cmt ) c6 OI la dudng trung tuyén nén ddng thoi 1a dudng
phan giac cia goc COA hay OM la tia phan giac cua AOC.

c) Xét aAMCO va aMAO c6:0OM canh chung, 0 =0, (cmt), OC=0A(=R)

Do d6 aAMCO =aMAO (c.g.c)

— MCO = MAO = 90° hay MC L OCMa C € (0) nén MC 1a tiép tuyén ctia duong tron (O;R).

Bai 7. Cho ntra dudng tron (O;R) duong kinh AB. K¢ céc tiép tuyén tai A va B voi ntra dudng tron.

Qua diém M thudc nira dudng tron ( M khac A va B ) ké tiép tuyén thir ba cat cac tiép tuyén tai A va
B lan luottai C va D.

a) Chimg minh rang: CD = CA +BD; COD =90’
b) Ching minh rang AB 14 tiép tuyén ctia dudng tron duong kinh CD.
Loi giai

d

M




a) Ta c6: CA = CM; DB = DM (tinh chit cta hai tiép tuyén cit nhau) ma
CD=CM+DM=CD=CA+BD

Lai c6 CO va DO la cac tia phan gidc ciia goc k& ba AOM va BOM nén COD =90 .

b) Goi I 1a trung diém ctia CD ta c6 OI 1a duong trung tuyén ctia tam giac vudong COD nén
I0=1C=1ID

hay I la tam cua duong tron duong kinh CD.

D@ thiy tir gisc ABCD 1a hinh thang vuéng c6 OI 1a dudng trung binh nén 10//AC va BD ma AC va
BD cung vudng goc véi AB (gt) = 10 L AB.

Chung to AB 12 tiép tuyén ctia duong tron duong kinh CD.

Bai 8. Cho duong tron (O;R) duong kinh AB va cac duong thang m, n,p lan luot tiép xic voi duong
tron tai A,B,C (hinh v&). Chung minh:

a) AD+BE=DE;

b) @%@ va (ﬁ%(ﬁ

c¢) Tam giac ODE vuong;
d) OD.OE _ R
DE

m n

a) Ta c6 cac duong thfmg m,n,p lan luot 1a cac tiép tuyén tai cac diém tai A,B, C véi duong tron
(O;R).

Taco AD =CD (tinh chat hai tiép tuyén cat nhau)

Tuong tuy BE =CE ma CD+CE =DE = AD+BE =DE (dpcm)

b) Do DC va DA 14 hai tiép tuyén cit nhau tai D, ta c6:

OD la tia phan giac cua goc COA hay COD = AOD = %C/OTA .
Tuong tu OE 1a tia phan giac cia goc COB nén COE = BOE = %C/OTS .

c) Taco 61 = 62;63 264 (cmt) ma 61 +62 +63 +64 =180" = 62 +63 =90’
Ching t6 AODE vuong tai O.



d) Goi dién tich tam gidc DOE 1a S, , ta co:

Spor :%OODE:%ODOE:ODOE:R-DE MiOC=R) = D-OF

=R (dpcm)

Bai 9. Cho duong tron tdm I ndi tiép A~ABC, cac tiép diém trén cac canh AB,BC,CA lan luotla D,E,F
.Qua D ké dudng thang song song véi BC cit EF tai N va AE tai M. Chung minh rang: M 14 trung
diém caa DN,

Loi giai

Qua A ké dudng thang song song véi BC cit dudng thang EF tai H.

Ta ¢6 AHF = FEC (1) (so le trong).

Lai c6 CE =CF (tinh chat hai tiép tuyén cat nhau). Nén aECF can tai C = FEC = EFC (2)
ma EFC = AFH (3) (i dinh)

Tir (1), (2), (3) = AHF = AFH . Hay aAHF can tai A = AH =AF = AD

Xét aAABE ¢c6 DM //BE (gt)

Theo hé qua cia dinh li Thales ta co:
DM _ AD N DM _ BE
BE AB AD AB
DM BD EM
AH AB AE

ma AD = AH (cmt) va BE = BD (tinh chat hai tiép tuyén cit nhau).

(4) (Pinh li Thalés)

Mat khac xét AAEH c6 MN//AH (gt). Theo hé qua dinh li Thales ta co % = % (5)

DM M . 2
Ter(d)va(s) =>——= MN = DM =MN hay M la trung diém cta DN .
AH AH

Bii 10. Cho goc xOy = 60" . Puong tron tim K ban kinh R tiép xtic véi Ox tai A va Oy tai B. Tir
diém M trén cung nho AB, vé tiép tuyén v6i dudng tron, tiép tuyén nay cat Ox,Oy lan luot tai C va
D.

a) Tinh chu vi aCOD theo R. Chimg t6 chu vi d6 khong d6i khi M chay trén cung nho AB.

b) Chimg t6 s6 do CKD khong ddi khi M chay trén cung nho AB.

Loi giai



0]

a) Ta c6 OA,OB 1a hai tiép tuyén cua (O) nén OA = OB va OK 1a phan giac cta AOB
= AOK =BOK =222 =21 30

Do d6 aOAK 1 nira tam giac déu c¢6 canh AK =R = OK =2R

nén OA =OB=vOK’—AK> =,/2R)’—R> =R/3
Lai c6 CD tiép xtic voi (K) tai M nén CM =CA va DM =DB. Goi p 1a chu vi ciia aOCD, ta co:
Pocp = OC+CM +MD +0D = OC+CA +DB+0D =20A = 2R+/3 (khong dbi)

b) Ta c6 CK Ia phan gidc cta AKM

DK la phan gidc cia BKM. Ma AKM +BKM = AKB=120" (vi 0=60" va A=B=90")

— CKD = %A/K\B =%-120° = 60" (khong dbi).

Bai 11. Cho tam gidc ABC vudng tai A. Goi R,r lan luot 1a ban kinh duong tron ngoai tiép, noi tiép
tam giac ABC . Ching minh rang: AB+AC =2(R +r).

Loi giai

D@ thdy AFID 1a hinh chit nhét (c6 3 goc vudng)

Lai c6 AD = AF nén AFID la hinh vuobng= AD=AF=ID=r

Taco BD=BE va CE=CF.Ma BE+CE=BC=2R = AB+ AC=AD+ BD+ AF +CF

Ma BE+CE =BC=2R = AB+AC=AD+BD+AF+CF

=AD+AF+BD+CF =2r+2R =2(r+R). =2(r+R).

Bai 12. Cho nira duong tron (O;R) duong kinh AB tir A va B v& hai tiép tuyén Ax va By . Mot
diém M di dong trén nira duong tron nay qua M vé tiép tuyén thir ba cat Ax va By lan lugt tai C va
D . Hay xac dinh vi tri cua diem M trén nua duong tron (O;R) sao cho AC+BD nhd nhat.



Loi giai

y
D
X
M
E
C
A® ¢ B

oe

K¢ AE//CD (E thudc By).

D@ thiy tir gidc ACDE 14 hinh binh hanh= AE = CD ma AC =MC (tinh chit tiép tuyén cit nhau)
Tuong ty BD=MD nén AC+BD =MC+MD =CD

Lai co6 AE>AB = AC+BD > AB (khong d6i)

Dau "="xay ra < E tring véi B < CD//AB < OM L AB

Vay khi M 14 giao diém cia dudng thang vudng goc voi AB.

Ké tir O voi nira duong tron (O) dudng kinh AB thi AC+BD nho nhit.

Bai 13. Cho dudng tron (O;R) mot duong thang d cit duong tron (O) tai hai diém D va E. Mot diém
A di dong trén duong thang d va A nam ngoai duong tron (0), ké hai tiép tuyén AB,AC dén duong
tron (B, C 1a hai tiép diém). Goi I 14 trung diém cua DE , dudng thiang OI cit dudng thang BC tai N.
Chung minh rang: Khi A di dong trén duong thang d thi BC ludn di qua mot diém cb dinh.

Loi giai

I 13 trung diém ctia DE(gt) = OI L DE hay aOIA vudng tai I
Goi H 1a giao diém cia OA va BC.
Ta c6 AOHN vudng tai H.Ta c6 AOHN ~aOIA (g.g)

ON OH — ON OA.OH

:>___
OA Ol Ol




Xét aABO vi aHBO ¢6: ABO = BOH = 90", AOB chung.

Do d6 sABO ~aBHO (g.g) = o = 94
OH OB

= OA.OH =0B’ =R’Do d6 ON = E—i (khong d6i) d cho trude, O ¢d dinh =1 ¢b dinh = N ¢d
dinh.

Bai 14. Cho duodng tron (O) ndi tiép aABC ,cac tiép diém trén cac canh AB,BC,CA lan luot 1a M,N
va S

a) Chimg minh rang: AB+AC—-BC =2AM.

b) Cho AB=4cm,BC=7cm va CA =5cm. Tinh cac doan thfmg AM,BM va CS

Loi giai

A

B

i\l C

a) Taco AB+AC—BC = AM+MB +AS+SC—-BN-NC = AM + AS = 2AM

AB+AC-BC 4+5-7
2 2

b) Theo cau a ta c6: AB+ AC—-BC=2AM = AM = 1

BM=4-1=3; AS=AM=1=8C=5-1=4.
Bai 15. Cho tam gidc ABC vudng tai A c6 AB=6cm,AC=8cm. Goi I 1a tm cuia duong tron ndi
tiép aABC. Tinh ban kinh ctia duong tron tim 1.

Loi giai

B
Ta c6 tam giac ABC vudng tai A (gt)
Theo dinh 1i Pythagore: BC? = AB? + AC? = 6 +8* =100 = BC = /67 + 82 =10(cm)
Goi S, 12 dién tich tam gisc ABC, Ta c: S5 = %AB-AC :%-6-8 =24(cm’)
Goi ban kinh dudng tron ndi tiép aABC 1a r

Taco S,z =S5 +Siic +Scia =%r-AB+%r-BC+%r-AC



48 48 _5
AB+BC+AC 6+8+10

= S.sc =% r(AB+BC+AC) =242=r(AB+BC+AC) =>r=

Vay bén kinh duong tron tam I ndi tiép aABC la r=2(cm).

Bai 16. Cho tam giac ABC cantai A ¢c6 AB=AC=10cm,BC=12cm, va I 1a tdm ctia dudong tron ndi
tiép aABC. Tinh ban kinh ctia duong tron (I).

Huwéng din: Theo bai 36. Pé tinh ban kinh dudng tron ndi tiép aABC ta tinh dién tich ciia tam giac (S)
va

ntra chu vi (p).

Loi giai

AABC can tai A, ké duong cao AH tacé AH dong thoi la dudng trung tuyén

HB:HC:B—C=£:6(cm).
2 2

Theo dinh li Pythagore: AH® = AB* —HB* =10°> —6° = AH = 8(cm).
1 1 ,
Sane =7 BC-AH =E-12-8:48(cm )

_AB+AC+BC _2-10+12

5 =16(cm).

48
Vay r =—=3(cm).
Y =1 (cm)

Cach khac:
AABC can nén dudng cao AH ciing dong thoi 13 dudng phan giac, I 1 tim ctia dudng tron ndi tiép nén
CI 1a phan giac cia AAHC.
1A A 1 IA- IH TA+IH AH H
Taco A_CA_10 5 _TA M _IA+IH_AH_, M ) 1g-3cm)
IH CH 6 3 5 3 5+3 8 3

Vay ban kinh dudng tron ndi tiép aABC 1a 3(cm).

Bai 17. Cho tam giac ABC cantai A c6 AB=AC=13cm,BC=10cm. Goi O la tam dudng tron ngoai
tiép tam giac ABC . Tinh ban kinh cta duong tron (O) .

Loi giai



Ké duong kinh AD cit BC tai H ta co HB=HC=—=7=5.

Theo dinh li Pythagore AB* = AH® + BH*

AH? = AB*-BH”* =13’ -5 = AH =13 -5 = AH=12(cm).

. . 1 .
Xét tam giac ABD c6 BO la duong trung tuyén ma BO = AO = DO hay BO = EAD nén tam giac
ABD vuong tai B.

Xét AABD vi aAHB c¢6: BAD chung va ABD = Do d6 aABD ~aAHB (g.g)

2 2
:>£=A—H:>AB2=AD-AH3AD:AB :£z14,1(cm)
AD AB AH 12

14,1

Vay ban kinh duong tron (O) ngoai tiép aABC:R ~ ~7,05(cm).

Bai 18. Quan sat hinh v&. Biét AB, AC 1an luot 14 tiép tuyén cua dudng tron (O) tai B,C . Tinh gia tri

cua x.

Loi giai

A

Ta co: AB=AC (tinh chét hai tiép tuyén cét nhau)
hay 7x-4=3x+8 = 7x-3x=8+4 = 4x=12 => x =3



BAI 17. VI TRi TUONG POI CUA HAI PUONG TRON.

A. KIEN THUC CO BAN cAN NAM
1. HAI PUONG TRON CAT NHAU

Tim hiéu hai dwong tron cit nhau

Néu hai dudng tron c6 dung hai diém chung thi ta n6i d6 1a hai duong tron cat nhau. Hai diém chung goi 1a
hai

giao diém cua chung.

Nhén xét : Hai dudng tron (O,R) va (O;R) cat nhaukhi R—R'<OO'<R+R'; (R>R).

Vi du 1. Cho hai diém O va O’ sao cho OO’ =5 cm. Hiy gidi thich tai sao hai duong tron (0;4 cm) va

(0';3 cm) cét nhau.

Loi giai
bat R=4cm;R'=3cm, tathéy lem<5cm<7cm,nén R—R' <0OO' <R+ R'. Do d6, hai duong tron da
cho
cit nhau.

2. HAI PUONG TRON TIEP XUC NHAU
Tim hiéu hai dwong tron tiép xiic nhau
Néu hai duong tron c6 duy nhat mot diém chung thi ta néi d6 1a hai duong tron tiép xtic nhau. Piém chung

e A
aj

b)

Tiép xiic ngodi Tiép xtic trong

goi la tiép diém cua ching.

Hinh 5.34
Chi y: Ngudi ta con phan biét hai truong hop: hai duong tron tiép xtc ngoai (H.5.34a) va hai duong tron
tiép xuc trong (H.5.34b).
Nhan xét
1) Ta nhan thiy: Hai dudng tron (O;R) va (O';R") tiép xuc ngoai khi 00" = R+ R', va tiép xuc trong khi
OO'=R-R';(R>R).
2) Néu hai dudng tron tiép xtic v6i nhau thi tiép diém thiang hang vai hai tam.
Vi du 2. Cho hai diém O va O’ sao cho OO0'=5 cm. Giai thich tai sao hai dudng tron (0;3 cm) va
(O’; 2 cm ) tiép xtc véi nhau. Ching tiép xuc trong hay tiép xtic ngoai?
Loi gidi
biat R=3cm va R'=2 cm,tathéy 5cm=3cm+2 cm,nghiala OO'=R+R'.
Vay hai duong tron da cho tiép xtc ngoai voi nhau.
3. HAI PUONG TRON KHONG GIAO NHAU
Tim hiéu hai dwong tron khong giao nhau
Néu hai dudng tron khong c6 diém chung nao thi ta néi d6 13 hai duong tron khong giao nhau.
Chu y: Nguoi ta con phan biét hai truong hop: hai duong tron ngoai nhau (H.5.36a) va duong tron nay
dung



duong tron kia (H.5.36b).

e A

a) Hai duangtron ngodinhau  b) (O) dung (O')

Hinf1 5.36
Nhén xét: Ta nhan thay:
Hai dudng tron (O;R) va (O';R') ngoai nhau khi OO'>R+R'.
Duong tron (O;R) dung duong tron (O;R') khi R >R’ va OO' < R—R'. Dic biét, khi O trung v6i O’
va R#R' thi ta co hai duong tron dong tam.
Vi du 3. X4c dinh vi tri twong dbi ctia hai dudng tron (0;3 cm ) va ( 0';5 cm ), biét rang 00 > 8 cm.

Loi giai

bat R=3cm va R'=5cm,taco OO’ =8cm>R+R'.
Vay (0;3 cm) va (O';5 cm) 1a hai duong tron ngoai nhau.
B. BAI TAP SACH G;Ao KHOA ’ q
5.24. Hinh 5.37 cho thay hinh anh ctia nhitng duong tron qua céch trinh bay mdt s6 san pham may tre dan.

Bang cach danh so cac duong tron, em hay chi ra mot vai cdp dudng tron cat nhau va vai cdp dudng tron
khong giao nhau.

Hinh 5.37
Loi giai
Ta danh s6 cac duong tron nhu hinh duéi day.

Tt hinh v€ trén, ta co6:

— Mot vai cap duong tron cit nhau: 2 va3;4vas5;7vas;6vao.

— Mot vai cdp duong tron khong giao nhau: 1 va 2; 1 va 3; 2 va 5; 3 va 6; 5 va §; ...
5.25. Cho hai diém O va O’ cach nhau mot khoang 5 cm. Mdi dudng tron sau day ¢ vi tri tuong ddi nhu
thé nao dbi véi duong tron (O;3 cm).

a) Puong tron (O';3 cm)



b) Budng tron (O';1 cm)
¢) Pudng tron (0';8 cm).
Loi giai
Taco: OO =5cm.
a) Vi 3-3<5<3+3 nén hai duong tron (0;3 cm)va (0';3 em) cét nhau.
b) Vi 5>3-1 nén hai duong tron (0;3 cm) va (O';1 cm) ) ndm ngoai nhau.
c) Vi 5=8-3 nén hai duong tron (0;3 cm) va (O’;S cm) tiép xuc trong.
5.26. Cho ba diém thing hang 0,4 va O'. V&i mdi trudng hop sau, hdy Viét hé thuc giita cac do dai
00,04 va O'A rdi xét xem hai duong tron (0,04) va (0;,0'4) tiép xtic trong hay tiép xtic ngoai voi
nhau; v& hinh dé khrfmg dinh du doan cia minh.
a) Diém A4 nam giira hai diém O va O’;
b) Biém O nam giua hai diém 4 va O';
c) biém O’ nam gitra hai diém 4 va O.
Loi giai
a) Néu diém A nam gilta hai diem O va O’ thi OO'=0A+O'A.
Do d6 (0;0A) va (O';0'A) tiép xtic ngoai.
b) Néu diém O nam giita hai diém A va O’ thi 00'=O0'A-O0A. .
Do do6 (O;0A) va (O';O’A) tiép xuc trong.
¢) Néu diém O’ nam giita hai diém A va O thi 00’ = 0OA-0O'A
Do d6 (0;0A) va; (0';0'A) tiép xtc trong.
5.27. Cho hai dudng tron (0) va (O) tiép xtic ngoai v4i nhau tai 4. Mot dudng thang qua 4 cit (O) tai
B vacit (0') tai C. Ching minh ring OB//O'C .

Loi giai

B

Vi OA = OB nén tam gidc OAB can tai O, suy ra OBA=0AB . Vi O'A=0'C nén tam giac O'AC can
tai O, suy ra O'/REO/'C\A.Lai c6 OAB = O'AB nén OBA=0'CA. Vay OB//0'C

C. CAC DANG TOAN

Dang 1. Xac dinh vi tri twong d6i ciia hai dwong tron

Vi du 1. Cho hai diém O va O’ cach nhau mét khoang 5 cm. Mdi duong tron sau day co vi tri twong ddi

nhu thé nao déi véi duong tron (O;3cm).

a) Buong tron (O';3cm);




b) Buong tron (O'; lcm);
¢) Buong tron (O';8cm).
Loi giai
a)bat R=3cm; R'=3cm.Tacd 3-3<5<3+3< R—R'<0O0'< R+R" hay 0<5<6.
Do d6 hai duong tron (O;3cm) va (O'; 3cm) cit nhau.
b) bat R =3cm; R'=1cm.Tacdé 5>3+1< 00" > R+R' .
Do d6 hai duong tron (O;3cm) va (O';lem) & ngoai nhau.
c)biat R=3cm; R'=8cm.Tac6é 5=8-3<00'= R'-R .
Do d6 hai dudng tron (O;3cm) va (O';8¢m) tiép xtic nhau.
Vi du 2. Xéc dinh vi trf twong ddi cua hai dudng tron (O,R) va (O';R) trong mdi trudng hop sau:
a) 00'=12; R=5; R' =3;
b) OO' =8, R=5; R'=3;
c) 00'=7, R=5; R'=3;
d) 00'=0; R=5, R' =4,
¢) 00' =3 R=4; R'=7
Loi gidi
a) Taco 12>5+3 hay OO" > RR'. Do d6 hai duong tron (O,R) va (0’;R) O ngoai nhau.
b) Tacd 8=5+3 hay OO' = RR'. Do d6 hai duong tron (O,R) va (0’;R) tiép xc ngoai.
) Tacod 5-3<7<5+3 hay R—R'<0O' < R+R'. Do d6 hai duong tron (O,R) va (O'; R) cét nhau.
d) Tacod 0<5-4 hay OO’ < R—R'. Do d6 hai duong tron (O, R) dung duong tron (O';R).
e) Taco OO'=R'—R hay 3=7-4. Do d6 hai duong tron (O,R) va (O';R) tiép xuc trong.
Vi du 3. Cho hai diém O va O’ sao cho OO’ =3 cm .Giai thich tai sao hai duong tron (0, SCm) va
(O'; SCm) tiép xtic nhau. Chiing tiép xuc trong hay tiép xtc ngoai?
Loi gidi
Dat R=8cm; R'=5cm. Tacod 3em=8m—-5cm < 00'= R—R' .
Do d6 hai duong tron da cho tiép xtic trong voi nhau.
Vi du 4. Xéc dinh vi tri cua hai dudng tron (0;3cm) va (O';2cm) biét 00'>5 cm.
Loi giai
bat R=3cm; R' =2cm . Taco O0'= 5>R+R' .
Do d6 hai dudng tron (O;3cm) va (O';2¢m) 1a hai duong tron ¢ ngoai nhau.
Vi du 5. Cho hai diém O va O sao cho OO’ =2 cm. Xéc dinh vi trf cua hai dudng tron (O;5cm) va

(O';r) biét r <3 cm.



L3 gidi
biat R =8cm va duong tron tim O’ c6 ban kinh <3 em . Taco 00" =2<5-r(r <3cm).
Do d6 hai duong tron (O;5cm) dung duong tron (O';r)khi <3 em.
Vi du 6. Cho ba diém thing hang 0,4 va O'. Vi mdi trudng hop sau, hiy viét hé thuc giira cac do dai
00,04 va 0'4 rbi xét xem hai dudng tron (0;04) va (0';0'A) tiép xuc trong hay tiép xtc ngoai véi
nhau; v& cc hinh dé khéng dinh du doan cia minh.
a) Piém A nam giira hai diém O va O';
b) Piém O nim giita hai diém O va 4;
¢) Piém O’ nam giita hai diém O va 4.
Loi gidi
a) Piém A nim gifra hai diém O va O'. Tacoé 00" =04+ 0'4 . Hai dudng tron (0;04) va (0;0'A)

tiép xuc ngoai.

b) Diém O nim gifta hai diém O va 4. Tacé 00’ =0'A—OA. Hai duong tron (0;04) va (0;0'4)

tiép xuc trong.

c) Diém O' ndm giita hai diém O va 4.Tacé OO'=0'4-0A. Hai duong tron (O;04) va (0';0'A)

tiép xtc trong.

>

Vi du 7. Cho hai duong tron (0) va (O’) tiép xtic ngoai voi nhau tai 4. Mot duong thang qua 4 cit
(O) tai B vacit (0') tai C.Ching minhring OB//0'C .



|-

Goi ban kinh duong tron (O) 1a R . Tacd OA=OB =R hay tam giac AOB can tai O = B=4
Tuong tu ta c6 aAOC cantai O' = C =4, ma A4, = A, (d6i dinh). Do d6 B=C = OB//0'C (cdp goc
so le trong bang nhau).

Vi du 8. Cho ntra dudng tron (0) duong kinh 4B . Trén cung nira mit phang bd 4B, vé nira duong
tron tdim O" duong kinh OA.

a) X4c dinh vi trf tvong di cua dudng tron (O) va dudng tron (0').

b) V& day cung AC cua nira dudng tron (O) cét nira dudng tron (O') tai D . Chimg minh OC va OD

song song v&i nhau.

Loi gidi

o O B
a) Ta c6 ba di€m 4, O', O thing hang va O0'=04-0'4(d =R—-R'). Chimg t5 (O) va (O') tiép xtic
trong tai A4 .
b) Ta cd aAO'D can (vi OA=0'D=R")= 4 =C, (1) . Tuong tw a40C can = 4,=C, (2).

Tir (1) va(2)tacé D, =C, = O'D//OC (cip gbc ddng vi bing nhau).

Chii y: Céc ban c6 thé giai thém cau c) sau ddy: Ching minh D 14 trung diém ciia AC va OD song
song voi BC.

Huwéng din: D thudc nita duong tron duong kinh A0 nén ADO=90°.Khidé D la trung diém cua
AC (dinh 1i dudng kinh day cung) ta ching minh OD 1a dudng trung binh ctia aA0C dé suy ra
OD//BC.

Vi du 9. Cho doan thang OO’ va diém 4 ndm giita hai diém O va O'. V& duong tron (O;04) va
dudng tron (0';0'4). Qua A4 v& dudng thing cit (O) tai B vacit (0') tai C.
a) Chirng minh rang (0) va (0 tiép xtc nhau.

b) V& duong kinh BD cua (O) va CE cta (O'), ching minh rdng D, 4, E thing hang.



a) Tacé O0'=04+0'4(d =R+R'). Chimg t6 (O) va (O') tiép xtc ngoai tai 4.

b) Ta c6 BD la dudng kinh ctia (O) nén 04 = %BD (1).Xét a4BD c6 AO la duong trung tuyén (1)
nén aABD vudng tai 4 hay AD 1 AB, ma A4,C,B thang hang nén AD | BC , tuong tw AE L BC . Vi
vdy AD va AE phai tring nhau hay ba diém D, 4, E thang hang.

Vi du 10. Cho hinh binh hanh ABCD(AB > AD). V& dudng tron tim A ban kinh 4D, duong tron (A)
cit AB tai E. V& duong tron tim B ban kinh BE, dudng tron (B) cit duong thang DE tai F . Ching

minh dudng tron (4; AD) va (B, BE) tiép xtic v6i nhau va ba diém F,B,C thang hang.

Loi gidi

D C
Taco AB=AE+EB(d =R+R'). Chimg t6 ring (4; AD) va (B, BE) tiép xtc v6i nhau tai E.
Taco aADE cantai A(AD=AE=R)= D,=E,. Tuong ty tacé aEBF cintai B= F=E, ma
E, = E, (dbi dinh) = D, = F . Do d6 AD//BF . Laico AD//BC(gt). Theo tién d& O — clit BF, BC
phai tring nhau hay ba diém F,B,C thing hang.
Vi du 11. Cho duong tron (O) duong kinh BC . Mot day AD vudng géc voi BC tai H . Goi E, F theo
thir tw 1a chén céc dudng vudng goc ké tir H dén AB, AC. Goi (1) va (K) lan luot 1a cdc duong tron
ngoai tiép cac tam gidc HBE va HCF . Xac dinh vi tri twong ddi cia duong tron (I ) va (O) ; (K ) va
(0): (1) va (K).

Loi gidi



Taco Ol =0OB—-1B (d =R-R, ) Chiing to (I ) va (0) tiép xtic trong. Tuong ty ta chimg minh duoc
(K) va (0) tiép xtc trong véi nhau. Lai ¢6 IK =IH + HK (d =R +R,). Chimg to () va (K) tiép
Xuc ngoai voi nhau.
Vi du 12. Cho dudng tron tim O dudng kinh AB . Mot diém C (khac 4, B) nam trén duong tron. Tiép
tuyén Cx cua duong tron cit tia AB tai I, phan giac ctia goc CIA cat OC tai O'.
a) Xac dinh vi tri tvong d6i cua dudng tron (O) va dudng tron (0;0'C).
b) Chitng minh rang dudng tron (0';0'C) tiép xtuc véi AB.

Loi gidgi
a) Hai duong tron (0) va (O') ¢6 diém chung C. Cx 1 tiép tuyén cia dudng tron
(0)(gt)=0C LCx ma O'e OC= O'C LCx.Vay Cx la tiép tuyén chung hay duong tron (0) va

dudng tron (0';0'C) tiép xuc véi nhau tai C.

b) O' nam trén phén giac ctia goc CI4 nén O’ cach I4 mot khoang bang O'C nén dudng tron (050C)
tiép xuc v6i AB .
Vi du 13. Cho dudng thang OO’ =13cm . Dung dudng tron (O;12cm) va (0';5cm).
a) Xac dinh vi tri trong dbi cua hai duong tron (0) va (0).
b) V& duong kinh AC cta (O) va AD cia (O'). Chimg minh ba diém C, B, D thing hang.
Lai gidi
a) Tac6 00’ < R+R'(13<12+5) nén hai dudng tron (O) va (O')cét nhau tai hai diém phan biét 4 va
B



b) Ta co ABC =90° (AC la duong kinh). Tuong tu ABD =90° , do do ABC + ABD =180° nén ba
diém C,B,D thang hang.

Dang 2. Tinh todn

Ap dung tinh chit ciia hai dwong tron tiép xiic
Vi du 1. Cho dudng tron (O;3cm) va dudng tron (O';lem) tiép xtc ngoai nhau tai 4, vé hai ban kinh
OB va O'C song song v&i nhau va ciing thuéc mét phang c6 bd 1a 00’ .
a) Tinh BAC ;
b) Goi I 1a giao diém cua BC va OO'. Tinh OI .
Lai gidi

a) Taco OB//0'C(gt)= BOA+CO'A=180° ( cap goc trong cung phia). Lai ¢6 cic tam giac AOB va
AO'C cantai O va O' nén

o BOA o o . 360°—(BOA+COA
180°-BOA ~ _180 COA:M“AZ: ( )

s <y — :900
2 2 2

i-
= BAC =180°~(4,+ 4,) =90°

b) aIBO ¢6 OB//O'C theo hé qua dinh 1y Thales

10 OB 10-10" OB-0'C 00" O0OB-0C 4 3-1 4.3
N - AN = =>—=""—=10=—""=6(cm)

10" O'C 10 OB 10 OB 10 3 2

Vi du 2. Cho duong tron (0; SCm) va duong tron (0’;3cm) tiép xuc ngoai nhau tai 4. Mot dudong

thang qua A hop véi 00’ mét goc 30° cit (0) tai B va (O') tai C.

a) Chimg minh A0B = AO'C va OB//0'C.
b) Tiép tuyén tai C cua (0') cat OO’ tai D. Tinh CD,O'D.

Loi gidi




a) aAOB cantai O co :4\1 =I/B\1 , twong tu voi a40'C ¢d 22 = a ma :4\1 = ;1; (d6i dinh)
= :4\1 = 1/4: = Z?\l = a — AOB=A40'C ( hai tam giac can c6 cac goc ddy bang nhau) va
1/9\1 = a = OB//0'C (cap goc so le trong )

b) C6 22=30°:>5,=30°:>A/OT?=180°—(22+5])=120°:>CO/'\D=60°.

Xét tam giac vuong CO'D ¢6 tan COD = % — CD = 0'C.tan CO'D = R.tan 60° = R/3 = 3\/§(cm)

O,C =cos&)’\D:>0’D=0—/C\:i=6(cm)
o'D cosCOD 1
2

Vi du 3. Cho duong tron (O; R) duong kinh 4B . Goi S 1a trung diém ciia OA v& dudng tron tam S di
qua 4.

a) Chirng minh duong tron (O) va dudng tron (S ) tiép xtic nhau tai 4.

b) Mot duong thiang di qua 4 cat duong tron (S ) tai M va cit (0) tai N (M,N khac A) chung minh
SM //ON .

¢) Goi / 1a trung diém cua ON , duong thiang A/ cit NB tai K. Chung minh rang BK =2KN .

Loi gidi

a) Tacd SO =04 —SA(d =R- R'). Vay duong tron (O) va dudng tron (S) tiép xuc trong tai A.

b) AASM can tai S:>:4\1 :M\l ; AAON can tai O:>:4\1 =]/\7\1 <:>]T/[\1 =]/\/\1 = SM //ON (cap goc dong vi
bang nhau)

c)Keé OE//IK ¢6 I latrung diém ctia ON (gt)= IK la duong trung binh cia aANOE = KN =KE .
Mit khac aAKB ¢6 O 1a trung diém ctia AB,OFE //AK ( gt) = E 1a trung diém cta BK . Do d6

BK =2KN .

Vi dy 4. Cho dudng tron (K) ¢6 dudng kinh BC. Goi D 1a trung diém cua KC va [ la tim dudng
tron c6 duong kinh BD.

a) Chimg t6 dudng tron (K) va (/) tiép xtic nhau.



b) Qua B v& duong thing (khong triung véi BC) cét (K ) tai 4 va cit (1 ) tai E . Chimg to ring

KA/ IIE vatisé S4 khong dbi.
DE

a) Tacod KI = KB—IB(d =R —R'). Vay duong tron (K) va (I) tiép xtic nhau tai B .

b) Chirng minh tuwong tu caub Vidu 12 tacd KA//IE . Tacd DE L BE ( BD la duong kinh). Tuong tu
taco CALBA= DE//AC.

Ap dung tinh chit hai dwong tron cit nhau

Vi du 5. Cho duong tron (O;4cm) va (O';3cm) va doan ndi tim OO’ =5c¢m .

a) Ching té duong tron (O) va (0') cit nhau tai hai diém 4 va B.

b) Tinh d6 dai 4B .

¢) Goi AC, AD lan lugt la dudng kinh cua duong tron (O) va (O'). Ching minh ring C,B,D thing
hang.

a) Tacd OA—-0'A<0A4-0'A(4-3<4+3). Chimg to dudng tron (O) va (O') cét nhau tai hai diém 4
va B.
b) Xét tam giac 400" ¢6 AO =4dem; AO' =3em; 00" =5em . Tacd 5° =4>+3° hay 00 = A0* + 40"

. Theo dinh ly Pythagore déo ta c6 tam giac AOO’ vudng tai 4. Ta cod
OA= 0B =4cm;0'A=0O'B =3cm nén OO’ la dudng trung truc ctia doan AB = 00’ L 4B . Goi I 1a

giao diém cia OO0’ va 4B, tacod Al 1a duong cao clia tam giac vuong 400’ . Goi S ,,,, 1a dién tich
cua tam giac vuong A00'.

Tacod S, = %AI.OO’ = AO.AO’% = Al = 0‘;'(0),’4 - % -

2,4(cm) = AB=4,8cm



c) Tacoé OA=0B=0C=4cm = OB = %AC nén tam giac ABC vuong tai B hay BC | AB.

Chting minh tuong tu ta c6 BD L AB . Do d6 ba diém C, B, D thang hang.
Vi du 6. Cho hai dudng tron (O;10cm) va (0';17cm) cit nhau tai hai diém 4 va B, biét AB=16cm.
Tinh d6 dai doan OO'.
Loi gidi
Truong hop 1:

vl I
N

0,0’ nam vé hai phia d6i v6i 4B .Tacdé OA=O0B=10cm;0'A=0'B=17cm . Nén 00’ 1a dudng trung

truc ctia doan 4B nén OO' L AB tai H vda HA=HB = % = % =8(cm) . Xét tam gidc AHO vuodng

tai H .

Theo dinh ly Pythagore, ta c6

OA* = OH* + AH* = OH* = OA* - AH* =10* -8’ = OH =10 -8 = 6(cm)

Tuong ty voi tam gide vudng AHO' ta c6 HO'=15cm . Vay O0'=OH + HO'=6+15=21(cm).

Trwong hop 2: 0,0’ nam vé cting mot phia voi AB.

Tac6 00'=O'H ~OH =15-6=9(cm)

Vi du 7. Cho hai duong tron (O) va (O') cét nhau tai hai diém 4 va B. V& hinh binh hanh OBO'C.
Chtng minh rang AC//00".

Loi gidi



Goi H 1a giao diém ciia 4B va OO'. H la trung diém 4B . Goi I la giao diém cia BC va O0'. Vi
OBO'C 1a hinh binh hanh nén / 1a trung diém ciia BC. Do d6 [H 13 duong trung binh cia
AaABC = IH /] AC hay OO'//AC.

D. BAI TAP TU LUYEN
Bai 1. Cho hai dudng tron (O) va (O') tiép xtic ngoai tai 4. Ké tiép tuyén chung ngoai BC,

B&(0),Ce(0").Tiép tuyén chung trong tai A4 cét tiép tuyén chung ngoai BC tai I .
a) Chuing minh BAC =90°.
b) Tinh sb do 010"
¢) Tinh d6 dai BC, biét O4 =9cm, O' A =4cm.
Huéng din (h.93)
a) Theo tinh chat hai tiép tuyén cat nhau, ta co:
IB=IA=IC val =11, =1I,.

Vay ABAC vuong tai 4= BAC =90°.
b) Theo tinh chét hai tia phan giac cta hai goc ké bu
ta dugc 0/15' =90°.

¢) Ap dung hé thic A* =b'c' vao tam giac vudng
0OI0', ta duoc: I4> =0A.0'A=9.4=36= I4=6cm.

Do d6, BC =12cm
Bai 2. Cho hai dudng tron (0;20cm) va (O';15cm) cét nhau tai 4 va B. Tinh doan ndi tim OO' biét
rang AB =24cm.
(Xét hai trudng hop: O va O' nam khac phia d6i véi 4B; O va O' nam cung phia d6i v6i 4B;.)
Huéng din (h.94)

Goi H la giao diém cia OO' va AB. Tinh duoc AH =12cm. Ap dung dinh 1y Pythagore tinh dugc:
OH =16cm; O'H =9cm.




a) b)
Hinh 94
Néu O va O' nam khac phia d6i v6i AB (hinh 94a) thi: 00'=16+9 =25cm
Néu O va O' nam cung phia d6i voi 4B (hinh 94b) thi: 00'=16-9=7cm .
Bai 3. Cho dudng tron (O) ban kinh OA va dudng tron (O') dudng kinh OA.
a) Hay xac dinh vi tri cta hai duong tron (O) va (0').
b) Day AD cua dudng tron 16n cit duong tron nho & C. Chimg minh rang: AC = CD.

Huéng din (h 95)

D

(Y

Hinh 95
a) Taco: 00'=04-0'4hay d=R—-r

Suy ra dudng tron (O) va dudng tron (0") tiép xtic trong.

b) Tacd: CO'=0'4=0"'0 = ACOA vudng tai C.

= OC 1 AD = CA = CD ( duong kinh vuéng goc voi mot day).

Bai 4. Cho ba duong tron tam O1, Oz, O3 ciing ¢6 ban kinh R va tiép xtc ngoai véi nhau d6i mot. Tinh
dién tich tam giac c6 ba dinh 1a ba tiép diém.

Huéng din giai

Chimg minh AO,0,0, déu, suy ra AABC déu canh R.



2
bap so: S = R*V3 .
4
Bai 5. Cho hai dudng tron (O) va (O') tiép xtc véi nhau tai A. Qua A v& mot cat tuyén ciat dudng
tron (O) tai B va cat duong tron (O') tai C. Tir B v& tiép tuyén xy voi duong tron (O). Tir C v& duong

thang uv//xy. Chimg minh rang uv 1a tiép tuyén ctia dudng tron (O").

Hudéng din giai

Néi 00’ thi 00’ di qua A.
Ban hay chung minh §1 = a ,suy ra OB // O’C.
Vi OB L xy nén O'C L uv =uv 1a tiép tuyén cua duong tron (O”).
Ban ciing c6 thé chimg minh bang cach khac: Qua A v& mét tiép tuyén chung.
Trudng hop hai dudng tron tiép xuc trong: cling chimg minh twong tu.

Bai 6. Cho hai duong tron (O; 17) va (O’; 10) cit nhau tai A va B. Biét OO’ =21, tinh AB.

Huwéng din giai

N
\

Goi I 1a giao diém ctua OO’ voi AB ta duoc O0' L AB va IA =IB.
Tadat Ol =x thi O’ =21 —x

Ta co:

OA> -0’ =0'A*-0'I* =(AI°)

177 = x> =10° = (21-x°).

iai ra ta duoc x = 15.

A’ =17° 15" =64 = Al =8.



Viay AB=16 cm.
Bai 7. Cho hinh vuéng ABCD. V& duong tron (D; DC) va dudng tron dudng kinh BC. Chung cét nhau tai
mot diém tha hai 1a E. Tia CE cit AB tai M, tia BE cit AD tai N. Chtrng minh r:;ing:
a) N la trung diém cua AD.
b) M la trung diém cua AB.

Hudéng dén giai

A M B
E
N
I
D 1 C

a) Goi I 1a giao diém ciia OD véi CE

Ta c¢6 : DE=DC nén D nam trén duong trung truc ciia EM

OE=0C nén O nam trén dudng trung truc ctia EC

Do do, OD la duong trung truc cua EC . Suyra OD L CE va IC=1E

Ta c6: OI //BE (Tinh chat dudng trung binh ctia tam giac)
Suy ra: l/?)\l = f)\1 (hai goc c6 canh tuong tng song song)

AABN = ACDO(g.c.g)

Viay N 1a trung diém cua AD.
b) 6\1 = I/)\1 (hai goc c6 canh tuong tng vuong goc)

ABCM = ACDO(g.c.g)

=BM=-co=2C-A8
2 2

Vay M la trung diém ciia AB

Bai 8. Cho goc vudng xOy. Lay cac diém I va K thtr tu trén cac tia Ox va Oy. V& dudng tron (I; OK) cit
tia Ox tai M (I nam gitra O va M). V& duong tron (K; OI) cit tia Oy tai N (K ndm giita O va N)
a) Ching minhhai duong tron (I) va (K) ludn cit nhau
b) Tiép tuyén tai M ciia duong tron (I), tiép tuyén tai N ciia duong tron (K) cét nhau tai C. Chirmg minh
tor gidc OMCN Ia hinh vudng



¢) Goi A, B 1a céc giao diém ciia (I) va (K) trong d6 B & mién trong goc xOy. Chimg minh ba diém A,
B, C thang hang

d) Gia str I va K tha ty di dong trén cac tia Ox va Oy sao cho OI + OK = a khong d6i. Chirng minh
duong thang AB luén di qua mot diém cb dinh

Hudéng dén giai

\

a) Xét AOIK co:
|OK - OI| < IK < OK +01

ticla R-r<d<R+r

Suy ra hai duong tron (O) va (O’) ludn cét nhau.

b) @ gidc OMCN ¢6 O =M = N =90" va OM = ON nén 14 hinh vuéng,

¢) Kéo dai KB cit MC tai L. Goi giao diém cua dudng thang AB véi tia MC 1a C.

D@ thay tir giac OKBI 14 hinh chit nhat, tir giac BLMI 14 hinh vudng.

ABLC'= AKOlI(g.c.g)

= LC'=0I=> MC=0M =MC

=C=C

Do d6 ba diém A, B, C thang hang.

d)Tacé: OI+OK=a=O0OM=a.

Hinh vuéong OMCN canh a, cd dinh, duong théng AB luon di qua mot diém cd dinh 1a diém C.
Bai 9. Cho doan thang OO’ = 4cm. V& cac duong tron (O; 2cm) va (O’; lem)

a) Hay xac dinh vi tri twong dbi giita hai duong tron do.

b) Dung dudng tron (I; 1,5cm) tiép xic ngoai v6i hai dudng tron (O) va (O”)

Huwéng din giai



@
WV

Hinh 160

a) Dung ddu hiéu d > R +r thi hai duong tron ¢ ngoai nhau.

b) Phan tich:

1) =2+1,5=3,5(cm).

o'l =1+1,5=2,5(cm).

Piém I 1a giao cua hai duong tron (0;3,5cm) va (0';2,5cm) . Ban doc lam tiép cac budc con lai.



LUYEN TAP CHUNG

A. Vi DU SACH GIAO KHOA
Vidu 1: Cho hai duong tron (O, R) va (O';R’") citnhautai 4 va B.Goi M 1a diém dbi xiang v6i A

qua O,N la diém d6i Xtng véi A qua o'.
a) Ching minh ring Me(0),Ne(0) va ba diém M,B,N  thing hang.

b) Chimg minh rang dudng thing MN tiép xtc voi duong tron duong kinh 4B .
Loi giai

Hinh 5.38
a) Do tinh ddi xing cua (O) nén tr 4e(0) suy ra M e(0) (Vi M dbi xtimg voi 4 qua O ).

Tam gidc ABM c6 BO la dudng trung tuyén va BO = %AM (ban kinh bang nira duong kinh) nén 1 tam

giac vuodng tai B. Vay ABM =90°.
Tuong ty, ta cling c6 N €(0) va ABN =90°. Tir hai két qua trén suy ra
MBN = ABM + ABN =90" +90° = 180"
Diéu d6 chung to ba diém M,B,N thang hang.
b) Két qua cu a con cho thdy A/NV L 4B, tirc 1a MN vudng goc v6i ban kinh ctia duong tron duong kinh
AB tai B.Do d6, mN 1a tiép tuyén cua dudng tron duong kinh 4B .
Vidu 2. Cho hai duong tron ngoai nhau (O; R) va (O'; R") v6i gia thiét R > R'. Mot duong thang o tiép

Xue voi (O;R) tai 4 va tiép xtic voi (O;R’) tai B saocho O va O’ nam cung phia dbi voi & . Gia sir

4  cit  dung  thing 00’ i diém P (Hih  539)
..+ PO R
a) Chirng minh rang —— = —
) s 8 PO R

b) Goi 4' 1a diém ddi xting véi 4 qua 0O’ . Chirng minh rang duong thing P4’ tiép xtic véi (O) vavei

(0)-

Loi giai

Hink 5.39



a) Do d tiép xuc voi (0) tai A4, tiép xuc voi (0’) tai B nén O4 L d va O'B L d . Do do, trong tam
gldc POA tacOd O'B//0A, suy ra aPOA ~aPO'B . Tu do, ta c6 PO = 04 _R

PO OB R
b) Do 4' dbi ximg v6i 4 qua 00" va Ae(0) nén A'c(0) vd 00" L A4, thcla OP L A4’
Tam gidc 044’ 1a tam gidc can (do O4=04" ) cd OP 1L A4’ nén OP la tia phan giac cia goc 404', suy
ra AOP=A'OP.
Hai tam gidc 4OP va 4'OP c6: 04 = 04" (ban kinh dudng tron (O) ); OP chung va AOP = A OP. Vay
~AOP =2 A'OP (c.g.c), suy ra PA'O = PAO ma PAO =90’ (do PA tiép xtic voi (O) )nén PA'O=90".
Véy PA’ vudng goc v6i ban kinh 04’ cia (O) tai A'. Diéu d6 chimg t6 PA’ tiép xtic véi (O) tai 4'.
Dbi véi duong tron (0'), goi B’ la chan dudng vudng goc ha tr O’ xudng PA’.Pé khang dinh ring PA’

ciing tiép xtic voi (0) tai B', ta chi can chimg minh B’ e (0').-Dodo 04 _ PO .
O'B" PO’
Ma theo cau a ta co P—O=£ nén ﬂzﬁ,hay R =£.
PO" R OB R OB R

Piéu nay chimg t6 O'B’'= R’ , nghia la B’ e (0.
Vay PA’ tiép xtic v6i (O) tai 4’ va tiép xtic véi (O) tai B'.
B. BAI TAP SACH GI:&O KHOA 7 ‘ ‘ ,
5.28. Cho hai duong thang a va » song song vdi nhau, di€m O nam trong phan mat phang ¢ gitra hai
duong thing d6. Biét rang khoang cach tr O dén @ va » lan lugt bang 2cm va 3 cm
a) Hoi ban kinh R cua duong tron (O, R) phai thoa mén di€u kién gi d€ (O; R) cat ca hai duong thang a
vab ?
b) Biét rang duong tron (O;R) tiép xtic véi duong thang a . Hiy xac dinh vi tri twong ddi ciia duong tron
(O;R) va duong thing » .

Loi giai
a) Duong tron (O;R) cat ca hai duong thang a va b khi va chi khi R>3cm.
b) Buong tron (O;R) tiép xtc voi duong thing anén R =2 cm <3 cm . Do d6 (O;R) cit duong thang b.
5.29. Khi chuyén dong, gia str dau miii kim dai cuia mot chiéc dong hd vach nén mot duong tron, ki hiéu 1a
(7°1), trong khi dau miii kim ngan vach nén mot duong tron khac, ki hi¢ula ( 72 ).
a) Hai duong tron (71) va (7'2) co vi tri twong doi nhu thé nao?

b) Gia sir ban kinh ctia (71) va (T2) lan lugt la R va R, .Ngudi ta v& trén mit dong hd mét hoa tiét hinh
tron ¢6 tim nam cach diém truc kim déng hd mot khoang bang lR1 va ¢6 ban kinh bang le. Hay cho
2 2

biét vi tri twong ddi ctia dudng tron ( 73 ) dbi voi mdi duong tron ( 771 ) va ( 72 ). V& ba duong tron d6
néu R =3cm va R, =2 cm.



Loi giai
a) Hai duong tron (T1) va (T2) 14 hai duong tron dong tam, (T1) chira (T2).
b) Goi tam cua (T1) 1a O, tdim cua (T3)1a O’ :

Taco: R, :%Rl;%R1 <R <R +R,.

Suy ra: R, =%R1 +%R1 >%R1 +%R2 nén R, >O00'+R, hay OO’ <R, -R;.

Do d6 (T1) dung (T3).
Taco: R, :%Rz;%RI <R <R +R,.

Suy ra: R, =%R2+%R2 <%R1 +%R2 nén R, <OO'+R, hay OO’ >R, —R,

Khi d6 R, -R, <00’ <R, +R,. Do d6 (T2) va (T3) cit nhau.
Vay (T1) dung (T3); (T2) va (T3) cat nhau.

- V61 R =3cm, R, =2cm, ta c¢6 hinh v€ sau:

5.30. Cho duong tron (O) dudng kinh 4B, tiép tuyén xx' tai A va tiép tuyén )" tai B cia (O). Mot
tiép tuyén thu ba cua (O) tai diém P(P khac 4 va B) cit xx' tai M vacit y)'tai N.
a) Chung minh rang MN = MA+ NB.
b) Puong thiang di qua O va vudng goc véi AB cat Ny tai Q. Chimg minh rang Q 14 trung diém cua
doan MmN .
¢) Chiing minh rang AB tiép xtic véi dudng tron duong kinh Az .

Loi giai



X y'
N/
Q
P
/M K
A O B
X Y

a) MA va MC la hai tiép tuyén cat nhau cua (O) nén MA = MC.

NB va NC la hai tiép tuyén cit nhau ciia (O) nén NA = NC. Ta cé: MN = MC + NC = MA+ NB
b) Goi K 1a giao diém cia AN va OQ.

Ta c6: BN //OK (vi ciing vudng goc véi AB ) va O la trung diém cua AB.

Suy ra OK 1a duong trung binh cta tam gidc ABN . Do d6 K 1a trung diém ctia AN .

Lai c6: AM//QK (vi ciing vudng goc voi AB ) va K 1a trung diém ciia AN .

Suy ra QK 13 duong trung binh ctia tam giac AMN. Do d6 Q 1a trung diém cia MN.

c¢) OK la dudng trung binh ctia tam gidc ABN nén OK = %NB .

QK Ia duong trung binh cua tam gidc AMN nén QK = %MA .

Suy ra: OQ:OK+QK:%NB+%MA:%MN/ span>hay 0Q=AQ=BQ.

Do d6 O thudc duong tron duong kinh MN .

Ma OQ vudng goc voi AB tai O nén AB la tiép ctia duong tron duong kinh MN .

5.31. Cho hai dudng tron (O) va (O) tiép xtic ngoai voi nhau tai 4 va cung tiép xtc véi duong thang
d tai B va C (khac 4 ), trong d6 Be(0) va C<(0). Tiép tuyén cua (O) tai 4 cit BC tai M .
Chung minh rang:

a) Duong thang A4 ti€p xtc véi (0);

b) Piém A 1a trung diém ciia doan thang BC tir 46 suy ra 4ABC 1a tam gidc vudng.

Loi giai

a) A thuoc (O') va O’A vudng goc véi MA nén MA 1a tiép tuyén tai A cia (O).
b) MA va MB la hai tiép tuyén cat nhau cua (O) nén MA = MB.

MA va MC 14 hai tiép tuyén cit nhau ciia (O) nén MA = MC.



Suy ra MB = MC = MA hay M la trung diém cta BC . Do d6 tam gidc ABC vudng tai 4.
C. BAI TAP THEM

Bai 1. Cho hinh thang vudng ABCD(;I -D-= 90°) ,AB=4cm,BC =13cm va ¢p=9cm. Tinh AD va
chtng minh ring duong thang AD tiép xtic voi dudng tron c6 dudng kinh 1a BC .

Loi giai
Dung BH 1 CD = ABHD la hinh chir nhat. Suy ra

AD?> = BH?> = BC> —CH?> =13’ -5> =144 = AD =12 PR

Ay =B -
Goi O va M lan luot 14 trung diém BC va AD .
Ta dugc MOJ_ADVQMOZMZE:E. J :
2 2 2 M O :
Do d6, AD 1a duong thang vudng goc v6i ban kinh r
ctia duong tron (o tai tiép diém M. Nén 4D la Hh .
H;- LR

tiép tuyén cua duong tron duong kinh BC .

Bai 2. Cho diém O cach dudng thang ¢ 13 6ecm . V& dudng tron (0,10cm) -

1. Chirg minh ring (O) c¢06 hai giao diém véi duong thang a.

2. Goi hai giao diém noi trén 14 B va ¢. Tinh dién tich tam gidic OBC .
Loi gidi

R=10 . ,
1. Vi {d 6 ,nén R>d,dodo ¢ cat (o) tai hai diém

phéan biét B va C.

2. Goi H 1a chan dudng vudng goc ké tir 0 xudng a. 6

Suy ra OH = 6cm va H la trung diém BC . fw

Do do: BH =\JOB*—OH* =10 —6* =8 = AC =16

Suy ra dién tich tam giac OBC: S, ;. :%-OH-BC = % 6-16 = 48cm’

Bai 3. Cho hinh vuéng 4BCD, liy diém E trén canh BC va diém F trén canh CD sao cho

AB =3BE =2DF . Chimg minh EF tiép xtc voi cung tron tim 4, ban kinh 4B .

Loi giai



Dung AH 1 EF tai H.Goi d6 dai canh hinh vudng bang 4. Ta co:

2 2 2 4
a 4a” 25a
EF?=FC*+CE*=—+—= L pF =24 .,
49 36 6
/ o E
Mait khac \
2 2 2 2 ' 4 /B
SAAEF' = SABCD _SAADF _SACEF _SAAEB _ a2 _a__a__a_ _ Si ' ‘rl
4 6 6 12
Tur do suy ra e
s’
AH=2SAAEF _ 12 —a
EF 5a
6

Suy ra EF vuong goc ban kinh duong tron (4, 45) tai tiép diém H hay EF tiép xuc (4, 4B) tal H.

\ e \ \ N 1A R ~ A < A A 7. < r .
Bai 4. Cho duong tron (o; ryvaday AB = 8? Vé mot ti€p tuyen song song vo1 4B, cdt cac tia 04,08
theo thir tu tai M va N . Tinh di¢n tich tam gidc OMN.
Loi giai

Goi I 1a trung diém AB , tacd Al =4?R. Suy ra

OM? = OA% — AJ> :R2_16R2 :K
25 25
:>0M:% I
AT BAY
=S, 0 =%-01-AB - 122§2 M i h

Goi H 1a tiép diém cua tiép tuyén MmN . Do MN //AB nén ta co:

Sow OF 9

S.omy OH* ) 25

25 4R?
= SAOMN = ?SAOAB = T

. AR
Vay dién tich tam gidc OMN bang T



Bai 5. Cho xOy =90°. Ly cac diém 7, K theo th tw trén cac tia Ox, Oy . V& duong tron (7;0K) cit

tia Ox tai M (Z nam gitta O va M ). V& dudng tron (K;OrI) cit tia Oy tai N (K nam giita O va N

).

1. Chimg minh hai duong tron (/) va (K) ludn cit nhau.

2. Tiép tuyén tai M cua duong tron (I) va tiép tuyén tai N ctia dudng tron (K) cdt nhau tai €. Chimg
minh tr gidc OMCN 1a hinh vuong.

3. Goi giao diém cua hai duong tron (/) va (K) 1a 4 va B. Ching minh ba diém 4, B, C thang hang.

4. Gia stt 7 va K theo thu ty di dong trén Ox va Oy sao cho Of + OK = a khong d6i. Ching minh ring
duong thang 4B ludn di qua mét diém cd dinh.

Loi giai

u

1. Ap dung bét dang thirc trong tam giac ta co |OK —OlI| < IK < OK +OI . Do d6 hai dudng tron (1) va

(K ) ludn cit nhau.

2. Ta cd CMO = MON = NOC =90° nén tit gisc OMCN 14 hinh chit nhat.
Mit khac, O = OK , OK = IM , suy ra OM = ON , do d6 tir gidc OMCN 1a hinh vuong.

3. Goi L 1a giao diém cua KB va MC, K 1a giao diém cta /B va NC.Khi d6 t&r gidc OKB7 13 hinh
chir nhat va tr gidc BLMI 1a hinh vudng.

4. Vi OI + OK = a khong ddi nén OM = OI + IM = OI + OK = a khong d6i

Mit khac do t gide OMCN 13 hinh vudng nén OC =~20M = a~/2 khong dbi. Vay ¢ 1a diém cb
dinh va 4B luon di qua C.

Bai 6. Cho duong tron (0) va mot diém A trén dudng tron d6. Trén doan 04 lay diém B sao cho
OB = %OA . V& duong tron duong kinh 4B
1. Chiing minh dudng tron duong kinh 4B tiép xuic voi dudng tron (0).

2. V& duong tron dong tim O véi duong tron (0) cho trude, cit dudng tron duong kinh 4B tai ¢. Tia
AC cét hai duong tron dong tim tai D, £ (D nam giita ¢ va E). Chimg minh AC =CD = DE .

Loi giai



1. Goi 7 latrung diém cta AB. Tacd OI = OA— 14 nén dudng tron duong kinh 4B tiép xuc voi duong
tron (0)

/
)
)

2. Tacd IC = I4 nén tam gidc CIA4 cantai A.Do do

@:1800—(@+f4?7):1800—2m/\c

Tuong tw DBA =180°—2BAD va EOA=180°—20AE . Tix d6 suy ra IC// BD// OE .

Mat khac, IA=IO:%AB (do OB=%0A). Dod6 OB=BI=14.Suyra AC=CD = DE .

Bai 7. Cho duong tron (0) duong kinh 4B, diém ¢ nam giira 4 va O. V& dudng tron (1) c6 duong
kinh CB.

1. Xét vi tri twong d6i ctia hai duong tron (0) va (I).

2. Ké ddy DE cua dudng tron (0) vudng goc véi AC tai trung diém H cia 4C. T gidc ADCE la

hinh gi ? Vi sao?
3. Goi K giao diém ctia DB va dudng tron (1) - Chirng minh ba diém E, C,K thang hang.
4. Ching minh HK 1a tiép tuyén cta duong tron (1)-
Loi giai

1. Vi diém ¢ nam gitra 4 va O, 7 1atrung diém ctia BC nén 7 nam giita B va 0O, do 46
10 = OB —IB . Viy hai duong tron (0) va (1) tiép xuc trong v6i nhau tai 7 .

D

2. Vi H la trung diém ciia 4C va DE, DE L AC tai H nén tr gi\c 4ADCE 1a hinh thoi.
3.Tacd CK L 4B, AD L DB nén CK// AD ma CE// AD do d6 ba diém E, C,K thang hang.

— e~~~

4. Tacbd HKD = HDK , IKB = IBK nén HKD + IKB = HKD + IBK = 90° = IKH = 90°



Vay HK latiép tuyén ciia duong tron (7).

Bai 8. Cho ba dudng tron (0,), (0,), (0,) c6 cung ban kinh R va cung di qua diém 0. Goi giao diém
th{r hai cta tung cap trong ba duong tron 1la 4, B, €. Ching minh

1. Puong tron di qua ba diém 4, B, C c6 ban kinh bang R .

2. Ba duong thang xac dinh boi tdm ctia mot duong tron va giao diém cua hai duong tron con lai cat nhau
tai mot diém.

Loi giai

1. Goi E giao diém cua 0,0, va OB, F giao diém cua 0,0, va oC. Vi EF la duong trung binh cua hai
tam giac 0,0,0, va OBC nén BC//0,0, va BC=0,0,. Tuong tu AB=0,0, va AC=0,0,. Do do6
AABC = A0,0,0; (c.c.c).

Vay dudng tron ngoai tiép tam gidc ABC ¢ ban kinh bang R (vi ban kinh dudng tron ngoai tiép tam giac
0,0,0, bang R).

2. Ba dudng thang 40,, BO,, CO, cat nhau tai mot diém vi d6 1a cac dudng thang chira cac dudng chéo

cua hai hinh binh hanh c6 chung mét dudong chéo.

Bai 9. Cho hai duong tron (O; R)va (O} R) tiép xuc ngodi tai 4. V& tiép tuyén chung ngoai tiép xtc véi
(0) va (0") lan luot & Bva C . Tiép tuyén chung trong cat BC & 7 . Goi Eva F theo thu tu 13 giao diém
cua /JOva ABvacua IO'va AC.

1. Ching minh 4, £, I, F cung thudc mot duong tron. Xac dinh tdm K cua duong tron do.

2. Chimg minh /E.IO+ IF.1O' = %(ABZ +A4C?).

3. Goi P la trung diém ciia 04. Chimg minh PE tiép xtc véi (K)-
4. Cho 0O ¢b dinh va c6 d6 dai 1a 24 . Tim diéu kién cia R va R' dé dién tich tam gidc 4BC 10n nhat.

Loi giai



1. Vi IB va 14 1atiép tuyén cta duong tron (O) nén 10 1 4B tai E. (1)

Vi 1C va 14 1a tiép tuyén cua dudng tron (O) nén 10" L AC tai F. (2)
Mat khac
EIF:EIA+F1A:%EE1+%6Z4=%(§E1+EE1)=%§Ej=%.180°=9oo (3)

Tu (1), (2), (3) taco AEI = AFI = EIF =90°, do d6 tt gidc AEIF 1a hinh chit nhat.
Vivay 4,E,I,F cung thudc mot duong tron c6 tim K 1a trung diém cta A7 VA EF .

2. Ap dung hé thtrc lugng cho tam giac vudéng 047 ([A/b = 90°) , AE 1. OI taco:

o .. BC
IEIO =I4* = IB == (4)

Ap dung hé thirc lwong cho tam giac vudng 0'A7 ( IAO' = 90°), AE 1 O'1 taco:

" 2 _ 2_BC2
IFI0 =14 =1C* == — (5)

Tu (4) va (5) ta co:

BC*  BC' _BC' | B A
IEIO+IF.I0 = = =— + .
" ;T T sl )
3. Vi P latrung diém ctia 04 nén PK la duong trung binh ctia tam gidc 047 va PK la duong trung

truc cua EA . Do do PEK = PAK =90° Vay PE tiép xtc véi (K)-

_ S400-BC’

BCY
221 =8 =
j AABC 0012 (6)

4. Tacdo AABC «» AIOO' (g - g) nén Sausc :(00'

SA]OO'

Ma BC =214; 00' = 2aq; Svoo = %OO‘.IA = %.2a.IA nén thay vao (6) ta duoc:

Swoo-BC® _ ald(I4) 14

_ ~AOO'"
= SAABC -

00" (2a)* a
Ap dung hé thirc luong trong tam giac vudéng 010" (OIO' = 90°,14 1. 00") ta co:

' 2
14> =A0.AO'=R.R‘£(R+RJ 2,



Suy ra /4 16n nhitbing a khi R = R'. VAy S ,. 16n nhit bing ¢’ khi R = R'.

Bai 10. Cho duong tron tim O duong kinh 4B va mot diém ¢ di dong trén doan 4B . V& cac dudng
tron tdm 7 duong kinh 4C va duong tron tam K duong kinh BC. Tia Cx vudng goc voi 4B tai C,
cat (O) tai M . Doan thang MA cat dudng tron (1) tai E vadoan thaing MB cit dudng tron tAm (K)
tai F.

1. Chirng minh tr gidc MECF 13 hinh chit nhat va EF 14 tiép tuyén chung cua (1) va (K).

2. Cho AB = 4cm , xac dinh vi tri diém C trén 4B dé dién tich tir gidc JEFK 16n nhat.

3. Khi ¢ khéc O, duong tron ngoai tiép hinh chit nhat MECF cét dudng tron (O) tai P (khic M),
duong thing PM cat dudng thang 4B tai N. Chimg minh tam gidc MPF ddng dang voi tam giac
MBN .

4. Ching minh ba diém N, E,F thiang hang.

Loi giai
T
M
Q P
A I 0 C K B g

1. Xét AAMB c6 MO = OA = OB nén AAMB vudng tai M . Tt do suy ra:

EMF = AMB =90°. (1)
Tuong tu ta co: AEC =90° va CFB =90°. (2)

Tu (1) va (2) taco CEM = EMF = MFC =90° . Do d6 ttt gidc EMFC 13 hinh chit nhat.
Goi Q 1a giao diém ciia AC va EF . Do t giac EMFC 13 hinh chit nhat nén QF =QC.
Mit khac 7£ = 1C nén I1Q 1a duong trung tryc ciia CE. Suy ra JEQ = ICO =90°. Do d6 EF la tiép
tuyén cta duong tron (1)- (3)
Tuong tw: KFO = KCQ =90°, suy ra EF 14 tiép tuyén cua duong tron (K)- (4)
Tt (3) va (4) suyra EF 1a tiép tuyén chung cta hai dudng tron (1) va (K)-
2. Do IEF = KFE =90° nén tir giac JEFK 1a hinh thang vudng tai £ va F . Do d6

1 1{ AC BC 1
Syerx = (1E+ FK) EF :E(TJrTj.EF ~ AB.EF .



Ma tr gidc EMFC 1a hinh chit nhat nén EF = CMr . Khi € di dong trén doan 4B va Cx L 4B thi

CMS%.DO(’I(')I

1 1 1 AB 1 1 (sz).

Syrx =—ABEF =—AB.CM < — AB.~— =—AB*> =— 4% =2
4 4 4 2 8 8

Do d6 gi tri 16n nhat cia S, bing 2 (sz) , dat dugc khi va chi khi C trung véi O.

. Vi P thudc duong tron duong kinh €Az nén tam giac MCP vudng tai P. Ap dung hé thirc luong
trong tam giac vuong NCM , CP 1L MN , ta co:

MC? = MP.MN (5)
Tuong tu, Ap dung hé thirc luong trong tam giac vudéng MCB , dudng cao CF, ta co:
MC* = MF .MB (6)
\ \ MP MF
Tu (5) va (6) suy ra: MP.MN = MF.MB => ——=——.
MB MN
Xét hai tam gidc MPF va MBN cO PMF chung, MP _ ME (chiing minh trén), do do
MB MN
AMPF » AMBN (c—g—c¢)
. Ta cé6 OMA = OAM = CMB = CEF , do 6 OM L EF . (7)

Vi OP=0M, oP = om nén QO 1a dudng trung truc cia doan thang MP , suy ra OQ L MN . Mat
khac MQ L ON nén Q 1a tryc tAm cia AOMN , do d6 NQ L OM (8)

Tur (7) va (8) tacé bdén diém N, E,F,Q thing hang . Vay ba diém N,E,F thang hang.



BAI TAP CUOI CHUONG V
A. TRAC NGHIEM SACH GIAO KHOA
5.32. Cho duong tron (0;4 cm) va hai diém 4, B. Bit ring 04 =+/15 cm va OB =4 cm . Khi do:

A. Piém A nam trong ( O ), diém B nim ngoai ( O.
B. Diém 4 nimngoai (0), diém B nim trén (O).
C.Piém A4 nim trén (0), diém B nim trong (0)

D. Diém 4 ndm trong (O), diém B ndm trén (O).

Loi giai
Chon D
Vi 04 =+/15cm < 4cm nén diém A nim trong (0;4cm). Vi OB=4cm nén diém B nam trén ( O;4cm
).

Vay diém A nam trong (O), diém B nim trén (O).
5.33. Cho Hinh 5.43 , trong d6 BD la duong kinh, A0B = 40°; BOC =100" . Khi do:

D

Va

B

Hinh 5.43
A.sd DC=80° vasd AD =220’
B.sd DC =280" vasd AD =220".
C.sd DC=280" vasd AD=140".
D.sd DC=80° vasd AD=140".

Loi giai

Chon D
-vi DOC va BOC 14 hai goc k& bunén DOC + BOC =180’ .
Suy ra DOC =180" — BOC =180° 100" =80 .
-vi AOD va AOB 13 hai goc k& bunén AOD+ AOB =180’ .
Suy ra AOD =180" — AOB =180" 40" =140". Do d6 sd AD =140".
Vay sdDC =80" va sd AD =140’
5.34. Cho hai duong tron (4; R, ),(B;R, ), trong d6 R, < R,. Biét rang hai dudng tron (4) va (B) cét nhau
(H.5.44). Khi d6:



AN
\/

Hinh 5.44
A. AB<R -R,.
B. R—R,<AB<R +R,.
C. AB>R +R,.
D. AB=R +R,.
Loi gidi
Chon B

Ap dung bét dang thirc trong tam gidc ABC, ta c6: AC—BC < AB < AC + BC.
Dodd R —R,<AB<R +R,.
5.35. Cho duong tron (O;R) va hai duong thang a, va a,. Goi d,,d, 1an lugt 1a khoang cach tir diém O

dén a, va a,. Biét rang (O) cat a, va tiép xtc véi a,(H.5.45). Khi do:

Hinh 5.45
A.d <R vad,=R. B.d =R vad,<R.
C.d>Rvad,=R. D.d <R vad,<R.

Loi giai
Chgn A
-Vi(O)cit a, nén d, <R.
- Vi (O) tiép xtc a, nén d, = R.
Vay d, <R,d,=R.
B. TU LUAN SACH GIAO KHOA
5.36. Cho duong tron (O) dudng kinh BC va diém A4 (khéc B va C).
a) Chung minh réng néu 4 nam trén (0) thi 4BC la mdt tam gidc vudng; nguoc lai, néu ABC 1atam
giac vudng tai 4 thi 4 ndm trén (O)
b) Gia sir 4 1a mot trong hai giao diém cta dudng tron (B; BO) v6i dudng tron (O) Tinh cac goc cua
tam giac ABC.
¢) Vi cung gia thiét cau b , tinh 6 dai cung AC va dién tich hinh quat nam trong (0) gid1 han boi cac
ban kinh 04 va OC , biét raing BC =6 cm.
Loi giai

a)



Vi diém A ndm trén duong tron tim O nén AO = BO = CO.
Tam gidc ABCc6AO la duong trung tuyén tmg véi canh BC va 40 = %BC nén tam gidc ABC vuong

tai 4.

Chiéu ngwge lai: Néu tam gidc ABC vudng tai A, goi O la trung diém ciia canh huyén BC thi ta ¢
AO =BO = CO (tinh chat dudng trung tuyén trong tam giac vudng).

Tur d6 ta co A,B,C thudc duong tron tam O.

b)

Vi diém A la giao diém cta hai duong tron (O) va (B) nén A thudc (O) duong kinh BC nén tam giac
BAC vuong tai A.
Tam gidc ABO ¢6 AB=BO = AO nén tam giac ABO déu suy ra ABO = AOB = BAO = 60'.
Tam gidc ABC vudng tai Anén B+C =90 .Suyra C=90"—B=90"-60"=30".
¢) Ta co: AOB+ AOC =180 (hai goc ké bu).
Suyra AOC =180 - AOB =180 —60" =120’
Duong kinh BC = 6cm nén ban kinh duong tron (O) 1a: 6:2 =3(cm).
Do dai cung AC 1a: 223120 _ 52 (cm).
360
7R*-120 3’7-120
360
5.37.Cho AB 1a mot day bat ki (khong phai la duong kinh) cta dudng tron (0;4 cm). Goi C va D lan

Dién tich phan quat chira OA,OC la: = 37z(cm2) .

luot 1a cac diém ddi xing véi 4 va B qua tam O.
a) Hai diém C va D c6 nim trén dudng tron (O) khong? Vi sao?
b) Biét raing ABCD 1a mot hinh vudng. Tinh d6 dai cung 16n 4B va dién tich hinh quat tron tao boi hai
ban kinh O4 va OB.
Loi giai



a) Vi A thudc (0), C la diém dbi xtmg ciia A qua O nén C thudc (O);

Vi B thudc (0), D la diém ddi ximg ctia B qua O nén D thudc (O).

b) ABCD la hinh vuéng nén AC va BD vudng goc

Do d6: A0B=90". Suy ra sd AB =90". Khi do, s do cung 1on AB la: 360" 90" =270 .

D6 dai cung 16n AB 1a: - 7R = 212 . 47 — 672(cm).
180 180
Dién tich hinh quat tron tao bdi hai ban kinh OA va OB la: % -TR* = % -4 = 47r(cm2 ) Vay @6 dai

cung 16n AB 14 67(cm); dién tich hinh quat tron tao boi hai ban kinh OA va OB 1la 47r(cm2) .

5.38. Cho diém B nam giita hai diém 4 va C,sao cho AB=2cm va BC =1cm. V& cic dudng tron
(4;1,5 cm),(B;3 cm) va (C;2 cm). Hay xéc dinh cac cdp dudng tron:

a) Cit nhau;

b) Khong giao nhau;

¢) Tiép xuc véi nhau.

Loi giai

a) Cip dudng thang cit nhau: (A) va (B); (A) va (C).
b) Khong c6 cap duong tron nao khong giao nhau.
¢) Tiép xtic voi nhau: (B) va (C).

5.39. Cho tam giéc vuéng ABC ( A vudng). V& hai dudng tron (B;BA) va (C;CA) catnhau tai 4 va A’
. Chimg minh rang;

a) BA va BA' 1a hai tiép tuyén cit nhau cua duong tron (C; CA).

b) CA va CA' 1 hai tiép tuyén cét nhau cua dudng tron (B ; BA) .

Loi giai



n
a) Xét aABC va aABC c6: BA=BA'; BC chung; CA=CA4’

Do d6 aABC =aA'BC (c.c.c). Suy ra BAC =BA'C =90’ (hai gbc tuong ng)

Khi d6 CA' L BA' tai A’ nén BA' 1a tiép tuyén cta (C; CA)

Laicoé: CA 1L BA tai A nén BA la tiép myén cla (C ; CA)

Viy CA va CA' 13 hai tiép tuyén cat nhau ctia ( C; CA ).

b) CA' L BA' tai A’ nén CA' la tiép tuyén cua (B; BA). CA L BA tai 4 nén CA 1a tiép tuyén cia
(B;BA).

Vay BA va BA' 1a hai tiép tuyén cit nhau cua (B; BA).

5.40. Cho hai duong tron (0) va (O) cit nhau tai 4 va B. Mot dudng thang d di qua A cit (0) tai £

va cét (0’) tai F(E va F khac A). Biét diém 4 nam trong doan EF . Goi I va K lan luot 1a trung diém

E‘

\/

B

cua AE va AF(H.5.46).

Hinh 546
a) Chung minh rang t giac OO'KI 1a mot hinh thang vudng.
b) Chting minh rang K = %EF .
¢)Khi d & vitrinao ( d vanqua A )thi OO'KI 1a mot hinh chit nhat?

Loi giai

a) Tam giac OAE can tai O c¢6 OI 1a trung tuyén nén OI ciing la dudng cao.
Tam giac O'AF can tai O’ ¢6 O'K 14 trung tuyén nén O'K ciing 1a duong cao.
Suy ra OI // O'K (vi cung vudng gbc voi d).
Do d6 OO'KI 1a hinh thang.

Hinh thang OO’KI ¢o OI4=90" nén OO'KI la mot hinh thang vudng (dpcm).

b) Vi I 13 trung diém ctia AE nén /4 = %AE .

Vi K 14 trung diém ciia AF nén AK = %AF .



Suy ra IK:]A+AK:%AE+%AF:%EF.

Vay IK :%EF.

¢) Hinh thang OO'KI 1a hinh chir nhat khi va chi khi 010" =90’ hay OI LOO'.Ma d L OI nén d//00'.
Vay d vanqua A vad// OQ'thi OO’KIla mot hinh chir nhat.
C. BAI TAP THEM
Bai 1. Cho duong tron (O) duong kinh BC va diém 4 (khéc B va C).
a) Chimg minh ring néu 4 nam trén (O) thi ABC 1a mdt tam giac vudng; nguoc lai, néu ABC la mét
tam gidc vudng tai 4 thi 4 nam trén (0)
b) Gia sir 4 1a mot trong hai giao diém ctia dudng tron (B; BO) v6i dudng tron (0) . Tinh céc goc cua
tam giac ABC.
¢) Vi clng gia thiét cau b, tinh do dai cung AC va dién tich hinh quat nim trong (O) gi6i han boi cac
ban kinh 04 va OC biétrang BC =6 cm.

Loi giai

A

a) A nam trén (O): OA=0B=0C. Tam giac ABC ¢ O 1a trung diém doan BC nén AO 1a trung

tuyén ma A0 = %BC. Do d6 aABC vuodng tai 4. Nguoc lai tam giac ABC vudng tai 4c6 AO la

dudng trung tuyén = 04 =0B =OC . Chimg to 4 thu¢c dudng tron (O).

b)
A

A

0 C

Khi A 1a giao diém cua dudng tron (B; BO) v6i duong tron (0) .Taco OA=0B=AB nén aABC

déu = B = 40B =60° = 40C =180°— AOB = 180° — 60° = 120° . Xét tam gidc AOC cn tai O ¢6



A0C =120° = C = OAC = 30° . Xét tam giégc ABC c6 BAC =180°—(§+6) = 90°. Céc goc cua tam
gidgc ABC 1a BAC =90°%B =60°C =30°.
¢) Khi BC =6c¢m ta c6 ban kinh dudng tron (O) 1a 3 ecm. Goi 7, 1a do dai cung AC ¢6

= @.3.72' ~6,3(cm). Goi S 1a dién tich hinh quat nim trong (O) gi¢i han béi céc ban kinh OA va

/
€180

OC tacod S 2@.72'.32 ~9,4(cm)
360

Bai 2. Cho tir dién ABCD ¢6 B =D =90°.
a) Chung minh bén diém A4, B,C,D cing nam trén mot dudng tron.

b) So sanh d6 dai cua AC va BD.

a) N6i 4 v6i C. Goi O 1a trung diém doan AC . Xét tam giac ABC vudng tai B, OB la dudng trung

tuyén = OB = %AC hay OA=0B=0C . Do d6 bén diém 4,B,C,D cung nam trén mot duong tron
AC . AC
(0;7). Chirng minh tuong ty D nam trén dudng tron (O;Tj

b) AC > BD (AC 1a dudng kinh).
Bai 3. Cho 4B 1a day bat ki (khong phai 1a duong kinh) ctia dudng tron (O;4cm). Goi C va D lan
lwot 1a cac diém ddi xing v6i 4 va B qua tam O.
a) Hai diém C va D c6 nam trén duong tron (O) khong? Vi sao?
b) Biét ring ABCD 13 mét hinh vudng. Tinh d6 dai cung 1én 4B va dién tich hinh quat tron tao boi hai
ban kinh O4 va OB.

Loi giai



D
a) Vi C d6i xtg voi 4 qua tim O = OC = 04 . Chiing minh tuong tw OD = OB ma
OA=0B =4cm = O4=0B = O0C = 0D = 4cm hay hai diém C va D ¢6 ndm trén duong tron (O).
b) ABCD 1a mot hinh vuéng = AC L BD tai O hay s6 do cung nhé AB bang 90°. = Sb do cung 16n

AB 1a 360°-90°=270°. Ta c6 do dai cung I6n 4B la /= %.7[4 =6,28(cm). Goi S la dién tich

hinh quat tron tao boi hai ban kinh O4 va OB . Taco S = %.ﬂAz = 12,56(cm)

Bai 4. Cho hai duong tron (O;2cm) va (A4;2cm) cét nhau tai C,D, di€ém 4 nam trén dudng tron tim

0.

C
D
a) V& dudng tron (C;2cm).
b) Dudng tron (C;2cm) c6 di qua hai diém O va 4 khong? Vi sao?
Loi gidi

a) Xem hinh vé.
b) Vi Ce (O; ZCm) = CA=2cm . Tuongty Ce (A;Zcm) = CA=2cm.Taco CO=CA=2cm nén

(C;2cm) di qua hai diém O va 4.




Bai 5. Cho tam gidc vudng ABC (A vudng). V& hai duong tron (B;BA) va (C;CA) catnhau tai 4 va
A'. Ching minh rang:
a) BA va BA' 1a hai tiép tuyén cdt nhau cua dudng tron (C;CA).

b) CA va CA' 1a hai tiép tuyén cat nhau ciia dudng tron (B;BA).

Loi gidi

a) Xét aBA'C va aBAC c¢6 BC la canh chung; BA= BA',CA=CA'.Do d6 aBA'C =ABAC(c.c.c)

— BA'C = BAC =90° hay BA' 1. CA'. Ching td BA' 1a tiép tuyén cét nhau cta dudng tron (C;CA).

Lai c6 BA L CA nén BA 1a tiép tuyén cit nhau ctia dudng tron (C;C4). Do d6 BA va BA' 14 hai tiép
tuyén cét nhau ctia duong tron (C;CA).

b) Chting minh twong tw C4A va CA’ 1 hai tiép tuyén cét nhau ciia dudng tron (B; BA) .

Bai 6. Cho hai duong tron (O) va (O') cit nhau tai 4 va B. Mot dudng thang d di qua 4 cit (0) tai
E vacat (0') tai F( E va F khac 4). Biét diém 4 nim trong doan EF . Goi / va K lan luot la

trung diém ciia AE va AF .

a) Chig minh rang tr giac OO'KT 1a mot hinh thang vudng.
b) Ching minh rang IK = %EF .

¢)Khi d & vi tri nao (d van qua A4 ) thi OO'KI 1a mot hinh chir nhat?

Loi gidgi
a) Ta c6 OF = OA nén tam giac AOE cantai O va I 1a trung diém ctia AE nén OI 1a dudng trung
tuyén ma a4OFE cantai O. = O dong thoi 1a duong cao hay OI L AE . Chirmg minh tuong tu, ta cd
O'K 1L AF ma E,A,F ed nén OI,OF cung vudéng goc vii d = Ol //O'K . Do d6 tr giac OO'KI 1a

mot hinh thang vuong.

b) Taco IK = I4+ AK ma 1A=%EA;AK=%AF:>IK=%(EA+AF)=%EF



¢) d diqua 4 va d//00" thi OO'KI 1a mét hinh chir nhat.

Bai 7. Cho diém B nim giita hai diém 4 va C, sao cho 4B =2cm va BC =lcm . V& cac duong tron
(4;1,5¢cm),(B;3cm),(C;2em) . Hay xac dinh cac cap duong tron:

a) Cit nhau;

b) Khong giao nhau;

c¢) Tiép xuc nhau.

a) Puong tron (A;l,Scm),(B;3cm) cit nhau. Puong tron (A;l, SCm),(C; 2cm) cit nhau.
b) Khong co.
c) buong tron (B; 3cm) ,(C; 2cm) tiép xtic trong.

Bai 8. Trong hinh v&, d§ dai canh cuia cac hinh vuong 16n 1a 10 cm. Tinh dién tich va chu vi cua phﬁn
duoc t6 mau.

Loi gidgi
Dién tich ctia phan dugc t6 mau trén hinh v& 1a dién tich cua 8 hinh vién phan tao boi cung 4B va day
AB
Goi § la dién tich hinh vién phan, tac6 S =S, -S,,( S, 1a dién tich hinh quat chin cung 4B, S, 14
dién tich tam gidc vudng can canh 5 cm).

Taco S, =2 7.5 = 2ﬁ(cm2 ):S40 = Yarpr=Lss- é(cmz). Do d6 dién tich 1 hinh vién phan
“7 360 4 2 2 2

1a s, = %n —2—25 ~7,13(cm’). Vay dién tich phan dugc t6 mau 13 8.7,13 = 57(cm” ). Chu vi phan

duogc to mau 1a 8 cung AB . Goi / 1a 6 dai cung 4B ,taco [ = %.7{.5 = %72’. Vay chu vi phﬁn duoc to

mau 1a 8%7[ =62,8(cm)
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